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ПОЛНЫЙ КЛАСС Ф-ФУНКЦИЙ  

ДЛЯ БАЗОВЫХ ДВУМЕРНЫХ ϕ -ОБЪЕКТОВ  

    
  Фундаментальной основой математического моделирования оптимизационных задач 

упаковки и раскроя [1] является аналитическое описание отношений включения, 

пересечения, касания геометрических объектов. В статье [2] приводится достаточно полный 

обзор и сравнение современных методов моделирования отношений двумерных 

геометрических объектов. Наиболее эффективным средством является метод Ф-функций 

[3,4,5,7]. 

  Пусть 2A R⊂  и 2B R⊂  – замкнутые ϕ -объекты [3,4], граница которых задана 

последовательностью дуг окружностей и отрезков прямых, здесь 2R  – двумерное 

арифметическое евклидовое пространство. Допускаются аффинные отображения множеств 

A  и B  в пространстве 2R  типа трансляции и поворота. Здесь и далее полагаем, что 

положение объекта A в пространстве 2R  определяет вектор ( , , )t tu x y= θ , а координаты 

точек ( , )x y A∈  определяются по формуле 

 0 0cos sinx x yθ θ= ⋅ + ⋅ +xt, 0 0sin cosy x yθ θ= − ⋅ + ⋅ +yt,  

где ( 0 0,x y ) – произвольная точка объекта A в собственной системе координат объекта A, θ  

– угол поворота, (xt, yt) – вектор трансляции объекта A в пространстве 2R . 

  В [4] показано, что множества A и B  (рис.1) всегда могут быть представлены в виде  

A = A1 ∪…∪  Ap , B = B1 ∪…∪  Bq ,                                             (1)  



где int int ,i jA B = ∅∩  {1,2,..., },pi I p∈ =  ,qj I∈  i j≠ , iA , Bj принадлежат семейству 

базовых объектов ℑ={K, D, H, V} . Здесь K – выпуклый многоугольник, заданый 

вершинами  (xi, yi), i=1,…,m, против часовой стрелки, а стороны K –  уравнениями  

         

Рис.1.  Объекты A и B  

 0i i ix y+ + =α β γ ,  2 2 1i i+ =α β ;  D=T∩C (рис.2а), T – треугольник, заданный вершинами 

ip =( ix , iy ), 1, 2, 3i = , C – круг радиуса r с центром (xc, yc),  1p =(x1, y1) и 2p =(x2, y2) – 

концевые точки хорды сегмента D;  H=T∩ *C  (рис.2б), * 2 \ intC R C= , Т=conv{H}; 

V = T∩C*
1 ∩C2  (рис.2в), где C2  – круг радиуса r2 > r1 , при этом 

*
0C CΦ = , 

*C CΦ  – Ф-

функция C*
2  и C1 [4, 7]. Подробное описание объектов семейства ℑ  и метод декомпозиции 

произвольных ϕ -объектов на базовые приведены в работах [4, 6].  
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Рис 2. Базовые объекты D, H, V  

  

 Как известно [4,5], Ф-функция для объектов  A и B вида (1) определена так:  



( , )AB
A Bu uΦ  = min{ ijΦ ( , )A Bu u , pi I∈ , qj I∈ },                           (2)  

где ijΦ  
 – Ф-функция для множеств iA ∈ ℑ , Bj∈ ℑ .  

 Из (2) следует, что для построения функции ФAB необходимо построить полный класс 

Ф-функций Фℑ  для множеств из семейства ℑ , т.е. Фℑ={ФKK,ФKH,ФKD,ФKV, ФDD,ФDH, ФDV, 

ФHH, ФHV, ФVV}. Более того, поскольку для эффективного решения класса задач упаковки и 

раскроя используются градиентные методы оптимизации, Ф-функция ( , )AB
A Bu uΦ , а 

следовательно и ijΦ ∈Фℑ  должна быть свободной от радикалов. 

Определим каждую Ф-функцию из класса Фℑ .  

Прежде всего, рассмотрим Ф-функции для выпуклых объектов { , }E K C∈  

max{ , }DE CE TEΦ = Φ Φ ,                                                      (3)  

где Ф-функции TKΦ  (в общем случае KKΦ ) и CCΦ  приведены в [4,5,7], а CKΦ  ( KCΦ ) 

определена так:  

 
1,...,
max max{ , }CK

i i i i
i m

x y r
=

Φ = + + −α β γ ψ ,                                        (4) 

2 2 2min{( ) ( ) ,i C i C ix x y y r= − + − −ψ  

1 1 1 1( )( ) ( )( ) ( )}i i C i i i C i i i i ix x y y r− − − −− − − − − + −β β α α α β α β . 

 Ф-функция для двух сегментов Di = Ci ∩Ti, i = 1, 2, имеет вид 

1 2 1 2 1 2 1 2max{ , , , }C C C T T C T TDDΦ = Φ Φ Φ Φ .                                   (5)  

Прежде, чем построить Ф-функции для невыпуклых базовых объектов, определим  Ф-

функции для пар объектов *C  и H ; *C  и D.  

Ф-функция для *C  и H  имеет вид   
* 2 2 2

1,...,3
min ( ( ) ( ) )C H

C C i C i
i

r x x y y
=

Φ = − − − − , 

 где ( ix , iy ), 1, 2, 3i =  – вершины треугольника Т=conv{H}, здесь conv{ ⋅} – выпуклая 

оболочка множества { ⋅}. 



Далее полагаем 'D T C= ∩ , где C'  круг радиуса rC' с центром  (xC' , yC').  Тогда, если        

rC'  ≥ rC , имеем 
*

0
C DΦ =ψ , где 

2 2 2
0

1,...,2
min ( ( ) ( ) )C C i C i

i
r x x y y

=
= − − − −ψ .                                    (6)  

Если rC'<rC , то  
*

0 1 1 2min{ , max{ , , }}C DΦ = −ψ ψ χ χ ,                                 (7)  

где 0ψ  определяется (6), ' ' ' '( )( ) ( )( )i C i C iC C C C
x x y y y y x x= − − − − −χ ,  i =1,2, 

* '
1

C C= Λ ⋅Φψ , 
'

2

2( )
C

C C

r
r r

Λ =
−

. 

Далее рассмотрим объекты K и H . Для H=T∩C* введем множество G=С*∩P, где 

P={ 0x yα β γ+ + ≥ } , T ⊂P, тогда H = G ∩T  (рис.3a).    
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Рис 3. Объекты H = G ∩T  и  G   

 

Если E – любой выпуклый  ϕ -объект, то max{ , }EH ET EGΦ = Φ Φ , в частности 

max{ , }KH KT KGΦ = Φ Φ ,                                                 (8)  
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где 

         1 2min{ , , }K K K KKGΦ = Φ Φ ψ ,                                             (9)  

здесь 2 2 2
1,...,
min max{ ( ) ( ) , }C C i C i i i

i m
r x x y y x y

=
= − − − − + +ψ α β γ , rC  – радиус круга С 

= 2 *\ intR C  (рис.3а). 

Далее рассмотрим объекты D и H. Пусть D=TD ∩  CD  , H = G ∩T , G=С*∩P и rD ≥  rC, 

тогда  DHΦ  определяется формулами (8)-(9) при m = 2 . 

Если rD < rC ,  то Ф-функция для D  и H  определяется так 

max{ , }DH DT DGΦ = Φ Φ ,                                                   (10)  

где 

 1 2min{ , , }K D K DDGΦ = Φ Φ ψ                                                 (11)  

здесь  
*

max{ , , }D DGT GCC D= Φ Φ Φψ , DGTΦ – Ф-функция для G и TD; DGCΦ – Ф-

функция для  G  и круга CD  вида 
*

1 1 2 2max{ , , min{ , , , }}D D DGC C C PCΦ = Φ Φ ω ψ ω ψ ,                    (12) 

где 2 2 2( ) ( ) ( )i i i Dx x y y r= − + − −ω , 0iψ =  – уравнения прямых  iL , проходящих через 

точки  1ip  и 2ip  (рис. 3б), 1, 2i = . 

 Пусть Hi = Gi ∩Ti, i=1,2, Gi=Сi
*∩Pi, где Pi={ 0i i ix y+ + ≥α β γ }, Ti⊂Pi.  

Тогда Ф-функцию для  объектов H1  и H2 можно определить следующим образом: 

1 2 2 1 1 2 2 1max{ , , , , }T H T H G H G HHH ωΦ = Φ Φ Φ Φ ,                                (13)  

где THΦ  определяется выражением (8),  1 23 1 23 1 2 13 2 13 2min{ , ,x y x y= + + + +ω α β γ α β γ  

1 1 1 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 1 1
1,2

max min{( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) }C C i C i C C i C i
i

r x x y y r x x y y
=

− − − − − − − − , а 

GHΦ  задается в виде 

1 2min{ , , }K H K HGHΦ = Φ Φ ψ ,                                               (14)  



здесь 2 2 2
1,2,3

min max{ ( ) ( ) , }C C i C i i i
i

r x x y y x yψ α β γ
=

= − − − − + + . 

Далее рассмотрим Ф-функции для объекта V  и объектов семейства ℑ={K, D, H, V}. 

Пусть V=HV∩W (рис.4), где W=D∪T, T – треугольник с вершинами  p1,  p2,  p3, D – 

сегмент с концевыми "вершинами"  p2, p3  .   

 Ф-функция для объектов V  и K зададим так: 

max{ , }VK HK WKΦ = Φ Φ ,                                                    (15)  

где min{ , }WK DK TKΦ = Φ Φ . 

 
Рис 4. Объект V=HV∩W 

  Ф-функция для пар объектов V  и D , V  и H ,  определяется аналогично 

 max{ , }VD HD WDΦ = Φ Φ ,                                                  (16)  

   max{ , }VH HVH WHΦ = Φ Φ ,                                              (17)  

где min{ , }WD DD TDΦ = Φ Φ , min{ , }WH DH THΦ = Φ Φ . 

Пусть Vi, i=1,2, где  Vi =Hi∩Wi , Wi = Di∪Ti  тогда Ф-функция для V1  и V2 примет вид: 

 1 2 1 2 2 1 1 2max{ , , , }H H H W H W W WVVΦ = Φ Φ Φ Φ ,                               (18) 

где  2 1 2 1 2 1 1 2min{ , , , }D D T T D T D TWWΦ = Φ Φ Φ Φ  – Ф-функция для объектов  W1 = D1∪T1 и 

W2 = D2∪T2 . 

 Таким образом, формулы (3)-(18) описывают полный класс Ф-функций для базовых 

объектов семейства ℑ .  

 Из (1)-(18) вытекает следующее утверждение.  



Теорема. Для замкнутых ϕ -объектов A и B, границы которых формируются объединением 

дуг окружностей и отрезков прямых всегда существует свободная от радикалов Ф-функция. 

 Следует отметить, что для формирования Ф-функций используются только 

бесконечно дифференцируемые тригонометрические функции. 

Рассмотрим пример построения Ф-функции произвольных ϕ -объектов, граница 

которых задана последовательностью дуг окружностей и отрезков прямых. 

Имеются объекты  A и B, приведенные на рисунке 1. После применения алгоритма  

декомпозиции [6] имеем  A = A1 ∪…∪  A5   и B = B1 ∪…∪  B7 . Тогда Ф-функция ABΦ  

примет вид 11 21 57min{ , , ...., }ABΦ = Φ Φ Φ , где { , , , , }KK DK HK HD HH
ijΦ ∈ Φ Φ Φ Φ Φ . 

 Результаты данных иследований могут быть использованы при решении 2D-задач 

упаковки и раскроя [1,2,8].  
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