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ПОСТРОЕНИЕ ТРАНСВЕРСАЛЬНЫХ СЛОЕВ 
В МНОГОМЕРНЫХ НОЛУРАССЕИВАЮЩИХ БИЛЬЯРДАХ 

Н. и. Ч е р н о в 

§ 1. Введение 

Одним из важных классов динамических систем являются системы 
бильярдного типа (бильярды), которые порождаются движением частицы 
в с?-мерной области евклидова пространства или й-мерного евклидова 
тора Г^, из которого вырезано открытое подмножество С/, причем гра­
ница области кусочно-гладкая. Мы будем обозначать эту область че­
рез Q, Бильярдная частица движется прямолинейно с единичной ско­
ростью внутри Q и отражается от границы dQ по закону «угол падения 
равен углу отражения». 

Наиболее сильными эргодическими свойствами обладают так назы­
ваемые рассеивающие бильярды, т. е. такие, что гладкие компоненты 
границы dQ строго выпуклы внутрь области Q. В силу этого свойства гра­
ницы близкие траектории системы расходятся с экспоненциальной ско­
ростью, как и в случае гладких гиперболических систем. Для таких 
бильярдных систем доказаны свойства эргодичности, перемешивания и 
Х-свойство (см. [1], [2], [10]), а также в ряде случаев исследована ско­
рость убывания корреляций с помощью метода марковских разбиений 
(см. [11], [12]). 

В данной работе изучаются бильярдные системы, край dQ которых 
является нестрого выпуклым внутрь, т. е. возможны подпространства 
плоских направлений с нулевой кривизной. Такие бильярды называются 
полурассеивающими. Типичным примером служит модель газа твердых 
сфер. Для этой системы конфигурационным пространством служит 
diV-мерный куб V^ ((iTV-MepHbm тор Г^^), из которого вырезаны цилиндры 
в R^^ (см. [5], [6]). Каждый цилиндр представляет собой прямое произ­
ведение {d — 1)-мерной сферы на евклидово пространство R^(^-2). Другие 
примеры можно получить, рассматривая систему твердых сфер, разбитую 
на несколько невзаимодействующих групп, а также системы твердых 
сфер на торе. 

Эргодические свойства полурассеивающих бильярдов могут зависеть 
от свойств края, точнее, эргодические свойства определяются непарал­
лельностью плоских направлений границы бильярда в различных ее точ­
ках. Например, система двух твердых сфер на торе Г^ обладает первым 
интегралом (полный импульс) и неэргодична, в то время как такая же 
система на квадрате эргодична и является Т Г̂-системой (см. [1]). 

Так же, как и в случае гиперболических систем, эргодические свой­
ства полурассеивающих бильярдов исследуются с помощью трансвер-
€альных слоений, которые представляют собой обобщение хорошо из­
вестных орисферических слоений в случае геодезических потоков в про­
странствах отрицательной кривизны (см. [13], [14]). 
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В случае рассеивающих бильярдов, как и в геодезических потоках, 
размерность слоений равна d — 1, где d — размерность конфигурацион--
ного пространства. В полурассеивающих бильярдах размерность слое­
ний может быть меньше в зависимости от свойств края dQ, 

Цель данной работы — исследование трансверсальных слоений 
и вычисление их размерности для общих полурассеивающих бильярдов. 

Перейдем к точным формулировкам. Обозначим М фазовое простран­
ство и {Т^) динамику полурассеивающего бильярда в некоторой области 
Q в d-мерном евклидовом пространстве. Точкой х ^ М является пара 
X = (д, v), где q ^ Q ж v ^ S^"^ (единичный вектор скорости), причем 
точки X ^ Q X S^~^, траектории которых проходят через точки пере­
сечения гладких компонент края dQ, исключены из пространства М. Есте­
ственную проекцию пространства М на область Q обозначим я и точку 
^ (х) ^ Q назовем носителем точки х ^ М. Область Q должна удовлет­
ворять некоторым условиям, которые приводятся в § 2 (см. так же [5], 
е. 132). 

Бильярдная система {Т^} сохраняет меру dpi (х) =-~ dl (q) X dodq, 
где dl (g) — мера Лебега в области Q и dco^ — мера Лебега на {d — 1)-
мерной сфере 5^~^ (q) = п"^ (q). 

Для каждой точки х = (q, v) ^ М обозначим J{x) гиперпространство 
в R^, содержащее точку q и ортогональное вектору v. В пространстве 
/ {х) введем линейный оператор В (х), определяемый формулой 

в{х) = L^ , (1) 
t i / + i J 

2 cos сргУ^КгУг + U^^ i— u^ 
T 2 / + 

2cos92t^*i^2^2+ ••. 

в правой части которой записана операторная цепная дробь (значения 
входящих в эту формулу величин и операторов подробно объясняются 
в § 3). Фактически эта ценная дробь определяет решение уравнения Якоби 
для бильярдных систем. В § 5 доказывается, что оператор В (х) задает 
касательную плоскость к трансверсальному слою в фазовом пространстве. 
В [8] доказано, что дробь В (х) сходится почти всюду в М и определяет 
симметричный неотрицательно определенный оператор в J (х). Эти свой­
ства позволяют разлолшть J{x) в ортогональную сумму двух В {х)-
инвариантных подпространств JQ (Х) и / ^ (х), соответственно нулевого 
и положительного для оператора В (х). 

Рассмотрим функцию / (х) = dim /+ (х), определенную почти всюду 
на М. Обозначим М^ множество точек х е М , в окрестности которых 
функция 7 (:г) постоянна. В § 3 будет показано, что это множество открыто 
и плотно в области определения оператора В {х). Обозначим Л1 множество 
точек X е М, для которых найдется ^ > О, при котором х (х) = Т^х е 
G М^, Ясно, что М^ d М и множество М инвариантно относительно 
действия {Т^}. 

В параграфах 2—5 доказывается 
Т е о р е м а 1. Пусть XQ = {q^, VQ) GE M. В некоторой окрестности 

UXQ точки XQ существует многообразие W d М размерности j {х {XQ}) 
с носителем W = к {W), обладающее следующими свойствами: 

(1) XQ ̂ W и траектории точек многообразия W под действием 
{Т } сближаются с экспоненциальной скоростью при ^ -^ оо; 

(2) если dim W = j {х) для некоторой точки х = {q, v) ^ W, то 
касательное пространство S'qW к поверхности W совпадает с / ^ {х)\ 
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(3) пусть X = {q, v) и X = {q -\- dq, V -\- dv) — близкие точки на Wi 
совместим начало вектора dv с точкой q, тогда dv е if q W и dv = В {x)dq,. 

Такое многообразие W называется локально трансверсальным слоем 
(ЛТС) (см. [2], [8]). 

Сформулируем два следствия теоремы 1. 
С л е д с т в и е 1. Энтропия полурассеивающего бильярда поло­

жительна. 
С л е д с т в и е 2. Группа унитарных операторов, порожденная' 

полурассеивающим бильярдом, имеет счетнократную лебеговскую компо­
ненту в спектре. 

Следствие 1 доказывается в § 5, следствие 2 вытекает из результатов 
главы 13 в [5] (см. так же [8]). 

§ 2. Свойства типичных фазовых траекторий 

Мы будем предполагать, что конфигурационное пространство Q 
полурассеивающего бильярда удовлетворяет следующим условиям (см. 
так же [5]): 

1. Граница dQ области Q кусочно-гладкая, состоящая из конечнога 
числа регулярных (гладких) компонент dQ^\ dQf\ . . ., dQr^\ 

2. В точках пересечения двух и более компонент границы dQi век-^ 
тора нормали к ним линейно независимы. 

3. Оператор второй квадратичной формы К (q) поверхности dQ 
по отношению к нормали, направленной внутрь области Q, неотрицатель­
но определен в регулярных точках q ЕЕ dQ. 

Свойство 3 означает, что граница dQ выпукла внутрь области Q. 
Край дМ = dQ X S^-'^- фазового пространства М будет кусочно-гладким 
с регулярными компонентами 5М^̂ ^ == dQf^ х 5^'^, 1 ̂  i < ; г. Обозначим 
5М^о)^ |̂ "j ^^(0) д М^ = {х^ ^М(о): {п iq), :г) > О, q = п {х)}^ 

где п (q) — единичный вектор нормали к dQ в точке q, направленный, 
внутрь области Q. Для каждого х ^ М^ определим Т^х = Г̂ +о х, где^ 
s'^ О — первый момент отражения траектории Т^х точки х от края dQ,^ 
Преобразование Т^ на М^ сохраняет меру d\i (х) = {п {q), х) dl (g) diOq^ 
где dl (q) — риманов объем на поверхности dQ и d(x)q — мера Лебега 
на {d — 1)-мерной полусфере S^~^ (q) = {г; Е= S^'"^: {v, п (q)) > 0} (см. 
[5]). Обозначим через 

S =^ {x^dM\ dM^ и {̂  е аМ(о): {п (q), х) = О, q = к {х)} (2> 

множество особых точек края. 
Для существования ЛТС в точке х ^ М необходимо, чтобы траекто­

рия точки X удовлетворяла некоторым условиям, которые формулируются 
ниже. Множество М^ точек, удовлетворяющих этим условиям, имеет 
полную меру, что позволяет назвать траектории этих точек типичными 
в фазовом пространстве М. 

У с л о в и е Т . 1 . Haйdemcя такая точка х ^ М, что dля всякой 
окрестности U d М точки х найдется положительное р = р (С/), при 
котором число возвращений траектории Т^х в окрестность U на интерва­
ле времени (О, Т) не меньше рГ для всех достаточно больших Т. 

У с л о в и е Т.2. Траектория Рх не подходит слишком близко 
к особым точкам края, что означает следующее. Для произвольных с^ 0^ 
и i ^ 2 рассмотрим в R^ цилиндр Zj {с) радиуса ci~^, ось которого прохо­
дит по отрезку траектории Т^х между {i — \)-м и i-м отражениями от, 
границы dQ. Условие Т.2 состоит в том, что нaйdemcя такое положитель-



38 Н. И. Чернов 

ное с = с (х), при котором для каждого i ^ 2 связная компонента цилин­
дра Zi {с), лежащая в области Q вокруг i-го отрезка траектории Т^х, 
пересекается ровно с двумя регулярными компонентами границы dQ. 

Совокупность фигурирующих в условии Т.2 цилиндров будем назы­
вать системой коридоров радиуса ci~'^ вокруг траектории точки х. Обо­
значим эту систему во-

Докажем полноту меры множества М^. Для доказательства полно­
ты меры множества точек, удовлетворяющих условию Т .1 , положим 
X ==^ X и рассмотрим характеристическую функцию Хи окрестности 
f/ = и (х). В силу эргодической теоремы Биркгофа почти всюду суще­
ствует предел 

lim р ^ [Хи (у) + Хи (Т'У) +... + XU (Т^У)] = g (у), 

причем 
^g{y)\^{dy)= ^Xu{y)li{dy)'>0. 

м м 
Рассмотрим множество UQ = U f] {у: g (у) = 0 } . Из теоремы Пуанкаре 
о возвращении легко показать, что \х (UQ) == О, т. е. g (у) ^ О почти всю­
ду на и. 

Для доказательства полноты меры множества точек, удовлетворя­
ющих условию Т.2, перейдем к преобразованию Г^ края М^ d дМ. Рас­
смотрим множество S j j Ti^S (см. (2)). Пересечение этого множества 
с каждой регулярной компонентой края dMi\ 1 ^ i ^ г, состоит из ко­
нечного числа гладких компактных многообразий коразмерности 1 
с краем. Риманов объем е-окрестности такого многообразия не превосхо­
дит const-8 при всех достаточно малых г (см., например, [9]). Применение 
леммы Бореля—Кантелли дает необходимый результат (аналогичные 
оценки см. в [1]). 

§ 3 . Геом1&трия слоев в полурассеивающем бильярде 

В данном параграфе приводятся необходимые в дальнейшем свойства 
гладких семейств бильярдных траекторий. 

Пусть 2 — произвольное С'^-гладкое ориентируемое многообразие 
коразмерности 1 без края в области (? и 2 — непрерывное семейство еди" 
ничных векторов нормали к 2 (таких семейств существует ровно два). 
Многообразие 2 d Л/ называется слоем с носителем 2 . Точки слоя 2 
будем обозначать {q, v (g)), где g е 2 я v (q) — вектор нормали к 2 . 

Обозначим В (q) оператор второй квадратичной формы многообразия 
2 в точке q относительно нормали v {q). Если В (q) ^ О в каждой точке 
g ^ 2 . то слой 2 называется выпуклым. В дальнейшем мы, как правило, 
5удем рассматривать выпуклые слои. 

При произвольном ^ ^ 0 рассмотрим образ Г*2 = ^t CZ М слоя 2 
с носителем л (2 )̂ = 2 /. Множество 2^ ^ \ дМ состоит из конечного числа 
€лоев. Введем следующие обозначения. Если Р (д, v (q)) ^ дМ, то 
Т^ {q, V (q)) = (qt, V (qt)) — точка, лежащая на некотором слое в 2^ , 
и В {qt) — оператор второй квадратичной формы этого слоя в точке qt. 
Если Р (q, V (q)) е дМ, то можно рассматривать вектора v (qt+o) и v {qt-o), 
соответствующие движению до и после отражения, и операторы Б {qt+o) 
и В (qt-o)- Пространства, в которых действуют операторы В {qt),B (qt+o) 
обозначим соответственно / (qt), J {qt±o)-
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Следующие две леммы (см. [8]) устанавливают связь между операто­
рами В (д) и В {qt). 

Л е м м а 1. Пусть точка {д, v (д)) не испытала отражений от гра­
ницы бильярда на интервале времени [О, t]. Тогда векторы v {д) и v {qt) 
параллельны и плоскости J (д) и J (gt) можно отождествить. При этож 

в (qt) = В {q) (/ + tB {q))-\ 

С л е д с т в и е . В условиях леммы 1 

11^Ы11<^/. 
Л е м м а 2. Пусть траектория Т^ {д, v (д)) испытала отражение 

от регулярной компоненты границы бильярда в момент времени 5, т. е^ 
gs е dQ, Тогда 

В igs^o) - U'^ В (^з-о). и + 2{v (дз.о), п (д,)) F * Z {д,) F ^ 

где п {gs) — вектор нормали к dQ в точке д^, К {д^) — оператор второй 
квадратичной формы dQ, действующий в плоскости ^q , tf — проектор 
J {gs+o) ^^ J {QS-O) параллельно вектору n (^g), V — проектор J (gg+o) ^^ 
^q параллельно вектору г; (дд+о)̂  1̂ * —проектор ifq на J {д^+о) парал­
лельно вектору п {д^). 

С л е д с т в и е . Если В {д) > О, ттго Б {д^) > О при всех t'^ О, т. е.. 
образ выпуклого слоя всегда состоит из выпуклых слоев. 

Рассмотрим общий случай. Пусть точка {д, v {д)) на интервале време-
ни (О, t) испытала / отражений от границы dQ в моменты О < ^̂  < 2̂ < • • • 
, . . <Z ti <Z t. Для i-To отражения введем обозначения, соответствующие 
обозначениям леммы 2: gf. = gi ЕЕ dQ — точка отражения, п {gi) — век­
тор нормали к dQ, Kj — оператор второй квадратичной формы dQ в точке 
^ь Ui Vi, Vf — соответствующие проекторы. Тогда из лемм 1 и 2 выте­
кает формула 

в (qt) = i J , (3) 

^ I I I ' I J _l I 
B{q) • . + f/ri ЕШ u^ 

где cos (pi = {v {gt.+o), n {gd), a запись IIA означает A ^. 
Определим оператор В {x), введенный в § 1 формулой (1). Пусть х = 

= (д, г;) — произвольная точка множества М. Фиксируем некоторое 
^ ̂  0. Рассмотрим плоскую площадку в Q, содержащую точку gt и орто­
гональную вектору V {gt)- Из точек этой площадки, близких к точке gt 
выпустим пучок траекторий 2 о \ параллельный вектору — v {gt). Этот 
пучок при движении за время s ^ О перейдет в некоторый выпуклый слой 
Г^2о == 2 ^ \ содержащий точку {gt~si — ^f-s)- Обозначим выпуклый 
слой Xt через Ef, а слой с противоположным оснащением векторами 
нормалей через — Sf. Слой — 2 * содержит точку х при всех t'^ 0. 

Пусть точка х отражается от границы бильярда в моменты О <:^i < 
< 2̂ < • • • < '̂ п < • • • Для ^-го отражения будем использовать введен­
ные ранее обозначения gt,* п {gt), Kt, Ui, F j , Vf, cos ф^ и положим TJ = 
= ti — ti^^ {IQ = 0). Оператор B^^^ {g) слоя Sf в точке q, согласно 
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формуле (3), имеет вид 

Ti/ + 
2 cos (fiV*Ki\\ + U-^ . 

^2i + 

' ' • + ^-^ 

2 COS 9jFfiiCjFJ 

где индекс I определяется из соотношений ti<Z. t ^ f̂ +i. 
OQ 

В [8] доказано, что при условии ^ 7̂̂  <^ оо операторы 5(^) {q) 
СХОДЯТСЯ при ^ -> схз к оператору 5 (;г), который представим в виде опера-
Topnoii цепной дроби (1). Из условия Т.1 следует, что оператор В {х) опре-
|̂;елен всюду на М^. 

Отметим, что все операторы В {х), 5(^) (д), 2 cos cpj VfKiVi симметрич­
ны и неотрицательно определены, а проекторы Ut изометричны. Это 
^позволяет оценить степень приблия«ения цепной дроби В (х) нечетными 
подходящими дробями 

В{х,к)=' 
T i / -

2 cosl^iVt^iVi + Ul^ i и, 

• • -+±1 

;а именно: 

Из оценки (4) следует (см. также [6]) непрерывная зависимость оператора 
В (х) от точки X в области определения. 

Рассмотрим введенное в § 1 разложение 
/ (х) = /о (х) е /^ (х) (5) 

пространства / (х) на два 5 (^)-инвариантных подпространства. Используя 
представление (2) оператора В (х), можно вывести следующий факт: 

Л е м м а 3. Пусть w — произвольный вектор пространства J (х). 
Тогда w ^ JQ (х) в том и только в том случае, если при всех 1^ 

Заметим, что в силу конечномерности пространства / (х) достаточно 
выполнения конечного числа этих соотношений. 

Рассмотрим на множестве М'^ неотрицательную целочисленную функ­
цию 7 {х) == dim /^ {х). Из леммы 3 и непрерывной зависимости оператора 
В {х) от точки X следует 

Л е м м а 4. Все точки множества М^ являются точками локального 
минимума функции j (х). Точки локального постоянства функции образуют 
открытое плотное в М'^ подмножество, на котором разложение (5) не­
прерывно зависит от точки х. 

Из леммы 3 непосредственно следует 
Л е м м а 5. Функция / {х) не возрастает вдоль траектории точки х, 

т . е. 7 (Г х) < / Н при t > 0. Кроме того, если j {Т^х) = j {х), то 
/о {'Рх) = UiUi^,, . . U,J, (х) и /^ (Рх) = UiUi^^. . . C/i/^ (х) 

(здесь i — число отражений траектории точки х от границы dQ за время 
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t), т, е, разложение (5) инвариантно относительно сдвигов вдоль траекто­
рии точки X на интервале времени (О, t). 

Рассмотрим движение носителя выпуклого слоя в конфигурационном 
пространстве Q. Пусть 2 — выпуклый слой и 2^ == Г'Е при t ^ 0. 
Обозначим Si отображение поверхности 2 на поверхность 2^, определяе­
мое формулой SfQ = Qf. Рассмотрим касательное отображение d&t (q) 
в точке ^ е 2 такой, что qt ^ dQ, Если точка {q, v (q)) не испытала отра­
жений от границы dQ на интервале времени (О, t), то 

dSt (q) =-• St (q + dq) - S^ {q) = {I + tB {q)) dq, 

где В {q) — оператор второй квадратичной формы слоя 2 в точке q. В об­
щем случае (см. [8]) имеет место 

Л е м м а 6. Пусть точка (д, v (q)) ^ 2 испытала отражения от 
границы бильярда в моменты О < î < 2̂ < • • • <i h<i t- Тогда 

dSt {q) = St (g + dq) - S^ (q) = (/ + (i - f,) B^) Щ (/ + XiBi.,)U,., . . • 

...UAI + Ti5 iq)) dq, (6) 

где Xi = ti — ^j-i (̂ 0 ^ 0)^ Bi = В (qt.+o) и Ui — введенные ранее проекто­
ры для траекторий точки (д, v (q)). 

Заметим, что в соотношении (6) операторы В^,В^^ , . ,,Bi опреде­
ляются оператором В (q) в силу формулы (3). 

§ 4. Свойства касательных отображений 

Рассмотрим произвольную точку XQ = {qQ, VQ) ^ М . В предыдущем 
параграфе были] определены слои ^о\ 2 * и — 2f. Слой — 2 * содержит 
точку XQ, И траектории его точек на интервале времени (О, t) сближаются 
с траекторией точки XQ. ЭТО ПОЗВОЛИТ построить многообразие W (см^ 
теорему 1), как предел слоев — 2 f при ^ -> оо. 

В данном параграфе изучаются касательные отображения к сдвигам: 
носителя слоя 2о*̂  под действием J^, О <С s ^ t. Свойства этих отобра­
жений позволят вывести существование ЛТС из результатов Катка и 
Стрельцина [7] (см. § 5) и провести непосредственное геометрическое по ­
строение ЛТС (см. § 6). 

Будем считать, что в условии Т.1 f (XQ) = XQ И докажем теорему 1 
в этом случае. Общий случай сводится к случаю х (XQ) = XQ С ПОМОЩЫО 
переноса слоя W (х (XQ)) ПОД действием {Т^}. 

Поскольку X {XQ) = XQ, TO XQ ̂  M^, T. e. траектория T^XQ удовлетво­
ряет условиям T. l и Т.2 и размерность пространств JQ (Х) И J^ (Х) постоян­
на в некоторой окрестности точки XQ. 

Рассмотрим траекторию Т^ XQ ТОЧКИ XQ при t > 0. Обозначим О < t-^<Z 
< <?2 < . • . < ?п < ••• моменты отражений траектории T^XQ ОТ границы 
dQ, Назовем серию отражений с номерами {1 ,2 , . . ., /} достаточной, если 
для любого W ^ J {XQ) из соотношений (см. лемму 3) КiViUi^-JJi^^. . . 
. . . U^Uiiv = 0 при i == 1, 2, . . ., 7 вытекают эти соотношения при всех 
г > 1. В силу конечномерности пространства / (XQ) существуют конечные 
достаточные серии отражений, и мы можем рассмотреть минимальную из 
них ~ {1, 2, . . . , / ? } . 

В некоторой окрестности Uxo С М точки XQ функция у {х) будет по^ 
стоянной, а серия {1 ,2 , . . ., р} достаточной для всех х е f/осоП^^-
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Разложение (5) можно определить всюду в окрестности UXQ, ПОЛОЖИВ 
для всякой ТОЧКИ X ^ Ux, 

/ о {х) =={w^J {х): KtVtUi.^Ui.^. . , U^w ^0, 1 < ^ < р} 

/ ^ (х) ^ J {x)Q / о (х), (7) 

где операторы Ki^ F^, Ui соответствуют траектории точки х. Введенное 
таким образом разложение пространства / (х) совпадает с уже построен­
ным в области определения оператора В (х). Это разложение непрерывно 
зависит от точки х всюду в Uxo, в силу чего оно будет инвариантным от­
носительно сдвигов вдоль траекторий точек х е Ux,-

Из условия Т.1 следует, что траектория T^XQ возвращается в окрест­
ность Uxo С положительной частотой р = р (Uxo)- Выберем окрестность 
Uxo столь малой, чтобы число отражений траектории PXQ между двумя 
последовательными возвращениями в Uxo было больше р. Пусть траекто­
рия PXQ испытала р -{- qi отражений до первого возвращения я р + qt 
отражений между {i — 1)-м и i-u возвращениями в Uxo при i > 2. Через 
N-m — тр + ^1 + • • • + ^т обозначим общее число отражений до т-то 
возвращения. В силу условия Т.1 при всех достаточно больших т 

т^ р {х^ + х^+ . . . + XNJ- (8) 
Фиксируем некоторое достаточно большое Т и рассмотрим движение 

слоя 2о под действием {Т^} на интервале времени (О, Т). В дальнейшем 
мы будем рассматривать только часть слоя 2о , носитель которой при дви­
жении под действием {Т^} на интервале времени (О, Т) находился внутри 
системы коридоров во (см. § 2). При этом точки слоя 2о^^ отражаются от 
одних и тех же регулярных компонент границы dQ. Обозначим общее число 
отражений через Л'' и число возвращений в окрестность Uxo через т. Для 
удобства будем считать момент Т выбранным таким образом, что —EQ CI 
CI Uxo- Следовательно, траектории точек слоя ZQ ^ при движении за время 
Т т раз прошли достаточную серию отражений (при этом они проходили 
эту серию отражений в обратном порядке). 

Пусть О ^ IQ <С ti <С . . . <С tm "= Т — моменты времени, в ко­
торые слой — r^So^^ находился в окрестности Ux,- Обозначим слой 

Г ^2о через 2*( i ) и отображение поверхности 2 * ( i ) на поверхность 

S * (г + 1), порожденное сдвигом Г^^+Hi ^ через *5^, О ̂  г ^ тп — 1. 
Таким образом, 

2т = 2 (т) = 5̂ 71-1 ^т-2 • • • ^о2о • 

Для оценки деформации поверхности 2о при отображении -с ^ = 1о̂ ^ при отображении S^_ 
^Л^п-х-^т-з- • • -̂ 0 достаточно получить соответствующие оценки для ка­
сательного отображения dS i при О ̂ i ^т — 1. Необходимые свойства 
.отображений dSi устанавливаются в леммах 7 и 8. В дальнейшем через 
JQ (— у) и / ^ (—у) обозначены подпространства /© и /+ пространства 
J (г/), построенные для тэчки —у = {q, —v), где (g, г;) ^ у. 

Пусть [/о = (̂ 0̂  ^о) — произвольная точка слоя SQ и ^г === (^ь г;̂ ) = 
* 

= Т ^yQ — ее образ на слое S* (i), 1 ^ J ^ ш-. Рассмотрим касательное 
пространство / (г/̂ ) к поверхности 2 * (i) в точке qt и его разложение 

J {Уд = / о ( - Ui) е JЛ- Ui) (9) 
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при О ̂  i ̂  т. Разложение (9) инвариантно относительно сдвигов вдоль 
траектории точки T/Q. Отсюда и из представления (6) для отображения 
dS следует 

Л е м м а 7. Для всех у^ е 2о^^ 
dSi (qt) / о (— у г) -= / о {— Уид и dSi (qt) /+(—jf/O = J+ (— Ui+i) 

при i = 0, 1, 2, . . ., 771 - - 1. 
С л е д с т в и е . Для всех у^ ^ 2^^^ 
dST (go) JQ (— ^о) = JQ {— Ут) и dSr (qo) J+ (— 2/u) = J+ (— Ут)-

Л е м м а 8. Пусть yQ —произвольная точка слоя So • При всех' 
i = 0 , 1 , . . . ,А71 — 1 оператор dSi (qt) изометричен на пространстве 
/ о (— уг) и растягивает пространство /+ (— z/j), т. е. для всех w^J^ {—У%} 
II dSi (qt) w\'^D\w II, где константа D^ i определяется только выбо­
ром окрестности Ux,-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из построения слоев S * (i) и формулы (3) 
следует, что оператор второй квадратичной формы слоя 2 * (i) в точке z/̂  
обращает пространство JQ (— у^) в нуль. Вместе с формулой (6) это дока­
зывает изометричность оператора d&i на /о (— г/О-
I I Для доказательства второго утверждения леммы 8 рассмотрим произ­
вольную точку у = (д, D) е М ' такую, что — у Е^ Ux, ̂  —ТЦ ЕЕ Ux, при 
некотором i "^ 0. Обозначим через 0 < ; f i < 2̂ < • • • < ^ m < ^ моменты 
отражения от границы траектории точки у на интервале времени (О, i). 
Отражения в моменты i' = f^n-p+i, im-p+21 • • -̂  ^m образуют достаточную 
серию (в обратном порядке). 

Пусть точка у лежит в некотором выпуклом слое 2 ' . Рассмотрим слой 
2 " — г * 2 ' и обозначим Л' отображение 2 ' на 2 ' ' , порожденное сдви­
гом Т^. Рассмотрим разложения 

'J{y) = JA-y)®Jo{-y) (10') 

J{fy)=^J^{-^T'y)®Jo{^T^y), (W) 

которые определены формулой (7). Образ разложения (Ю') при сдвиге 
вдоль траектории точки у на время i совпадает с разложением (10''). Поэто­
му оператор dS'(q) сохраняет структуру разложений (10') и (10"). Р а с ­
смотрим точку Т^'-^у = у' = {q\ 9') и обозначим 

/ (у') = /н- ( - Г) е Jo ( - ГУ (10'"> 
образ разложения (10') при сдвиге вдоль траектории точки у на время 
V — 0. Рассмотрим слой 2''^' = Г^-^2' и обозначим через iSj отображе--
ние 2 ' на 2^^', порожденное сдвигом Г^'~о,и через it 2 отображение 2^^' на 
2 " , порожденное сдвигом Г^"^'. Тогда 5 ' = A.%5I, причем отображения 
dS'^{q) jidS'^{q') сохраняют структуру разложений (10') — (10''''̂ ). 

В силу выпуклости слоя 2 ' оператор dSi (q) несжимающий, поэтому^ 
достаточно доказать неравенство || d^^ ($')^11 > ^ > 1 Для всех единич­
ных векторов W ̂  J^ (—^'), где константа/) не зависит от точки у и от 
слоя 2 ' . Согласно (6), для каждого вектора w ^ J^{—у') найдется па 
крайней мере одно значение ; = 1̂  2,. . . , р , при котором KjVjUj-iUj-2---
,.,UiW Ф О, где операторы Ki, У^, Ut соответствуют {т—р + 1)-му' 
отражению траектории точки у. Вместе с формулой (6) это показывает^ 
что dS^ {q)w Ф W, откуда || d^g (q')w || > Ц м̂  ||. 
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В силу формулы (6) оператор dS^ (g') непрерывно зависит от опера­
тора второй квадратичной формы В (д') слоя 2' ' ' в точке у'. Этот оператор 
неотрицательно определен, самосопряжен и, в силу следствия леммы 1, 

1 1 (̂̂ ')1К 
7П-Р+1 W-P 

Множество операторов Л, удовлетворяющих этим условиям, компактно, 
поэтому 

D{y)= inf inf \\dS^{q)w\\yi. 

Поскольку функция D (у) непрерывна на С/'хо, то при подходящем вы­
боре окрестности Ux, 

inf D (у) = Dy i. 
y=Uxo 

Лемма 8 доказана. 
С л е д с т в и е . Пусть у о — произвольная точка слоя 2о • Ограни­

чение оператора dS^ {q^) на подпространство /Q (—Уо) изометрично. 
Ограничение этого оператора на подпространство /^ (—Уо) растягивает 
любой вектор не менее чем в D^ ^ i)pT+i р^^. 

Последнее неравенство следует из соотношения (8). 
Заметим, что условие 2о̂ ^ d С/̂ о несущественно, т. е. леммы 7 и 8 

остаются верными при всех достаточно больших Т. 

§ 5. Неравномерная частичная гиперболичность бильярдных систем 

В данном параграфе изучаются характеристические показатели 
Ляпунова бильярдной системы. Доказанная в § 4 лемма 8 позволит уста­
новить наличие отрицательных показателей на множестве 

А - М П {̂  е Л/т. j (̂  (^)) у 0}. 

Будем предполагать, что граница бильярда OQ удовлетворяет усло­
виям] 

(А.1) найдется регулярная точка q ^ dQ, в которой К (д) Ф 0; 
(А.2) норма оператора К (д) равномерно ограничена: 

sup II к [q) II < оо. 
q^dQ 

Нетрудно показать, что в бильярдах с условием (А.1) |л (А) > О, 
однако вопрос о полноте меры множества А открыт. Этот вопрос есть 
по существу вопрос о полноте меры множества М^ (см. § 1). 

Следствие 1 непосредственно вытекает из теоремы Лесина (см. [3]) 
и следующей леммы. 

Л е м м а 9. На множестве А суи^ествуют отрицательные показа­
тели Ляпунова. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть XQ ~ (до, VQ) — произвольная 
т-очка множества А. Как и при доказательстве теоремы 1, достаточно ис­
следовать случай XQ EZ М^, поэтому к траектории точки XQ применима 
лемма 8. Обозначим / (̂ о) == /о ^ О-

Рассмотрим касательное пространство с̂ о̂ М к многообразию М 
в произвольной точке х = (д, г;). Ясно, что ^хМ = ifqQ ® iTv^^ где 
S'q Q — касательное пространство к Q в точке g и S'^S — касательное 
шространство к (d — 1)-мерной сфере S векторов скорости в точке v ^ S. 
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Поэтому вектор и ^ ^х^ есть пара и = {dq, dv), где dq ^ ^qQ и dv Ez 
е ir,S и II и Г - II dq Г + II dz; f. 

Рассмотрим слой SQ d М И точку'г/2^ = —хг = (̂ т^ —^г) — —У'^^о ^ 
е 11о^\ Касательное пространство ^у^ 1,^Р d еГу^,М состоит из пар вида 
(dq, 0), где dg ^^q^ ^^Р CI cST^̂ ?̂. В пространстве i'y^l!^^ можно^вы-
делить 7о-мерное подпространство iT^y^^^-, состоящее из пар [dq, 0), где 
uq е /+ {хт). 

Пусть \и = {dq, 0) — произвольный вектор пространства ify^ EQ \ 
Рассмотрим его образ dT^ = (dq^, dvt) ^ ^^^^ М под действием ка­
сательного отображения к сдвигу Т\ 

Поскольку dT^ G: f T^iy ^ F ^ ' то dvt = Btdqt, где Bt — оператор 
второй квадратичной формы слоя SJ^^ в точке Т^ут' В силу леммы 8 
II dqi II "^ D^i II dg II, где rrit — число попаданий траектории точки ут в ок­
рестность Uxo за время t. Отсюда следует, что 

I! dT^u II = /11 dq, f + II B,dq, Г > II dq, \\ > i)"^ || dg ||. (H) 

С другой стороны, II dT^u \\ < || dq, \\ + \\ Btdqt\\. 
Из условий т .2 и (А.2) нетрудно вывести, что || В, \\ ̂  const (Т — t), 

откуда 
И Г ^ | | < с , ( ^ - 0 И ^ И 1 - (12) 

Выберем вектор dq d J+iyr) так, чтобы вектор UQ = йГ^1г имел еди­
ничную длину. Тогда из оценки (11) || dq \\ = \\ du \\ ̂  Д~^г ^ c^^^D'^^, 
Последнее неравенство следует из (8). Из оценок (11) и (12) следует, что 
лри всех t <^ Т 

II dPuo II < СзШ-Р^. (13) 

Заметим, что в (13) величины с^, D и. р не зависят от выбора вектора dq ^ 
tzE /+ (—Ут)- Для произвольного Pi <[ Р из (13) следует оценка 

II dPuo II < c^D-P^i. (14) 

В соотношении (14) выбор UQ зависит от t, но в силу компактности 
единичной сферы в пространстве З'х.М найдется вектор и^ S i'x.M^ 
для которого (14) будет выполнено при всех ^ > 0. Отсюда 

Х̂  («̂ 0, Щ) = lirn — In II dT^Uo | К — р In Z) < О, щ 

где х^ — характеристический показатель Ляпунова (см. [3] и [4]). Лемма 
9 доказана. 

Аналогичные рассуждения показывают, что пространство векторов, 
удовлетворяющих (14), /о-мерно и его проекция на ^q^Q совпадает с 
/ ^ (XQ). Поскольку dvx = Bxdqr при всех Т для компонент вектора dT'^u, 
то для компонент вектора UQ = {dq^, dvo) выполнено соотношение dvQ = 
= Bdq^. 

Автор выражает благодарность Я. Г. Синаю за постановку задачи 
и полезные обсуждения, Я. Б . Песину и А. Крамли за ряд ценных за­
мечаний, а также И. В. Щербине за полезные обсуждения. 
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