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§ 1. Введение

Данная работа является продолжением статьи [8] тех же авторов, но
может быть прочитана независимо от нее.

Мы изучаем статистические свойства динамических систем, порожден-
ных свободным движением с упругими отражениями от границы. Такие
системы называются биллиардами.

О п р е д е л е н и е . Пусть Q — ограниченная область с кусочно глад-
кой границей на евклидовой плоскости R2 или на стандартном торе Тог 2.
Биллиардом называется динамическая система, порожденная движением
точечной частицы с постоянной единичной скоростью внутри Q и упругими
отражениями от границы 8Q.

Под упругим отражением, как обычно, понимается такое, при котором
«угол падения равен углу отражения».

Ниже рассматриваются гиперболические биллиарды (см. [34]), т. е. бил-
лиарды, заданные внутри области Q с границей определенного вида, обеспе-
чивающей гиперболический характер движения (под этим понимается от-
личность от нуля характеристических показателей Ляпунова почти всюду
в фазовом пространстве).

Точнее, мы рассматриваем те классы двумерных биллиардов, для ко-
торых в [8] построены марковские разбиения. Это биллиарды в областях,
у которых граница состоит из конечного числа С3-гладких компонент трех
видов:

а) строго вогнутые внутрь области Q;
б) прямолинейные отрезки;
в) выпуклые наружу неполные дуги окружностей, дополнения к которым

до полных кругов не пересекают других компонент dQ.
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Компоненты типа а) называются рассеивающими, типа б) — нейтраль-
ными, типа в) — фокусирующими (названия даны по их воздействию на па-
дающий пучок параллельных траекторий — рис. 1). Биллиарды с границей,
состоящей из компонент только типа а) называются рассеивающими, типов а)
и б) — полурассеивающими. Среди конкретных примеров наиболее известны
периодический газ Лоренца (рассеивающий биллиард на торе с вырезанным
кругом — рис. 2а) и стадион (биллиард в области, ограниченной двумя па-
раллельными отрезками и двумя дугами окружностей — рис. 26).

Рис. 1 Рис. 2

Биллиардная система является гамильтоновой и поэтому сохраняет
меру Лиувилля [10].

От системы с непрерывным временем можно стандартным образом перейти
к производному отображению Т, соответствующему преобразованию от те-
кущего отражения к последующему (при наличии фокусирующих или нейт-
ральных компонент границы dQ оно строится чуть иначе — см. § 2). Отобра-
жение Т действует на многообразии всех состояний системы «после отраже-
ния». Это многообразие представляет собой двумерную поверхность М,
точно определяемую в § 2. Она и будет фазовым пространством отображения Т•
Проекция v меры Лиувилля на М будет инвариантной мерой отображения Т
[10]. При наличии инвариантной меры любая измеримая функция F (х) на М
порождает вероятностный стационарный случайный процесс с дискретным вре-
менем Хп = F (Тпх), п ЕЕ Z. Статистические свойства этого процесса (ско-
рость убывания корреляций, центральная предельная теорема и др.) играют
важную роль в физических приложениях теории биллиардов. В этом направ-
лении мы доказываем следующие утверждения (здесь <• ) — усреднение по
мере v):

Т е о р е м а 1.1 ( с к о р о с т ь у б ы в а н и я к о р р е л я ц и й ) .
Пусть задан двумерный гиперболический биллиард, граница которого удовле-
творяет некоторым дополнительным условиям А, Б, В «общего положения»
(см. § 2), а функция F (х) на М удовлетворяет условию Гёлъдера в естествен-
ных координатах г, ф (см. также § 2) с ограниченным снизу показателем *) и
(Fy = 0. Тогда корреляции стационарного процесса {Хп} убывают суб-
экспоненциалъно:

(1.1) I (Хо-Х у I < С (F) е'а^1,

где С (F) ^> 0, и а = a (Q) ^> 0 — постоянная.

!) Это означает, что | F (х) — F (у)
«о (<?) > 0.

С (F) при a J> a 0 для некоторого
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Если же в условии Гёльдера показатель а функции F не ограничивать
снизу, то теорема 1.1 также будет выполнена, но с показателем а в (1.1),
зависящим от а, и, тем самым, от F.

Обозначим Sn = Xi + . . . + Хп.
Т е о р е м а 1.2 ( ц е н т р а л ь н а я п р е д е л ь н а я т е о р е м а ) .

В условиях теоремы 1.1 величина

(1.2) а2 = 21 (.Х0-Хп}

конечна. Если а =#= О, то

(1.3)

З а м е ч а н и е 1.3. Теорему 1.1 было бы правильнее назвать теоремой
об убывании автокорреляций. Под собственно корреляциями чаще понимают
величину <F (x)-G (Тпх)}, где F и G — две различные функции на М, удовле-
творяющие тем же условиям, что и F в теореме 1.1. При этом мы докажем
оценку

(1.4) | (F {x)-G (Тпх)} | < С (F, G) е~а^.

З а м е ч а н и е 1.4 [9]. Величина а2 из (1.2) обращается в нуль тогда
и только тогда, когда функция F (х) гомологична нулю, т. е. F (х) = G (Тх) —
— G (х), где функция G на М квадратично интегрируема по мере v.

Мы выведем также два конкретных следствия из теоремы 1.2, которые
имеют ясную физическую интерпретацию. Оба следствия относятся к более
узкому классу систем — рассеивающим биллиардам с конечным горизонтом
(т. е. когда длина свободного пробега между отражениями равномерно огра-
ничена сверху; это условие может нарушаться только в биллиардах на торе).

Пусть Nt (x) означает число отражений, испытанных траекторией точки
х GE М за время от 0 до t (это непрерывное время фазового потока).

Т е о р е м а 1.5. Найдутся такие ах = аг (Q) ]> 0 и Ъх = Ъг (Q) ̂ > 0, что

(1.5)

Второе следствие относится к явлению диффузии в периодическом газе
Лоренца. Пусть Q — область на стандартном торе с координатами 0 <! qx < 1
и 0 < g 2 < 1. Обозначим Q^ соответствующую область на универсальной
накрывающей тора: Q^ = {(q^ g2) GE К2: (qx — n, q2 — m) GE Q для некото-
рых целых т, п). Тогда поднятие любой биллиардной траектории на уни-
версальную накрывающую будет биллиардной траекторией в области Qx.
Если начальный ансамбль траекторий (при t = 0) сосредоточен в исходной
области Q = <?соП{0 <^?i, <7г < 1} И распределен в соответствии с мерой Лиу-
вилля, то при f->- эо он будет «расползаться» (диффундировать) в Qx. Обо-
значим q{l) (x) и q^P (x) координаты (в Qx) блуждающей точки в момент вре-
мени t, если ее начальное положение (при t = 0) было в х 6Е М.

Т е о р е м а 1.6. Существует двумерное гауссовское распределение
с плотностью g (glt q2) (зависящее от области Q) такое, что

(1.6) v { ( Ц ^ - „ Ц ^ - ) е А] ^ J g {qv. а2) dQl
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для каждого ограниченного открытого множества A d R2, граница которого
имеет меру 0. Данное гауссовское распределение имеет нулевое среднее и
невырожденную ковариационную матрицу.

Поясним кратко идеи доказательства теорем 1.1 и 1.2. Статистические
свойства гиперболических динамических систем впервые были исследованы
для случаев геодезических потоков на многообразиях отрицательной кри-
визны [1], а затем — для аксиоматически определенных У-систем Аносова
[12] и более общих Л-систем Смейла [35, 19, 20]. Общепринятый план иссле-
дования состоит в построении марковского разбиения, с последующим све-
дением системы к ее символическому представлению в виде топологической
марковской цепи (ТМЦ) с конечным алфавитом. Для ТМЦ, обладающих
дополнительным свойством топологического перемешивания, можно опре-
делить широкий класс инвариантных гиббсовских мер, представляющих
собой равновесные состояния, отвечающие «хорошим» (обычно — гёльде-
ровским) функциям на фазовом пространстве. Статистические свойства гибб-
совских мер достаточно полно изучены в работах Р. Боуэна, Д. Рюэлля и
Я. Г. Синая — см. обзоры [4, 33, 14]. Соответствующая теория, получив-
шая название «термодинамический формализм», имеет глубокие связи с од-
номерной статистической механикой решетчатых систем. В частности, в ци-
тированных работах доказан экспоненциальный характер убывания кор-
реляций и центральная предельная теорема. Отметим также недавнюю ра-
боту [28], в которой эти результаты получены заново с помощью чисто веро-
ятностной техники (посредством сведения к общим марковским цепям),
а кроме того, там доказана локальная предельная теорема и теорема восста-
новления.

Рассматриваемые в настоящей статье биллиардные системы гипербо-
личны, причем в достаточно сильной степени: их гиперболичность близка к
равномерной и в силу двумерности фазового пространства она является пол-
ной (подробности см. в § 2). Но биллиардные системы обладают двумя суще-
ственными отличиями от У- и А -диффеоморфизмов.

Во-первых, биллиардное отображение Т разрывно. Его разрывы порож-
даются касательными (скользящими) отражениями и попаданиями траекто-
рий в точки излома границы dQ. Поэтому элементы марковского разбиения
имеют весьма сложный вид — они нигде не плотны и представляют собой
вполне несвязные множества канторовского типа. Но более важно, что их
число счетно, поэтому получается символическая система с бесконечным ал-
фавитом (подробное объяснение см. в [8]).

Второе отличие состоит в том, что в биллиардах имеется естественная
инвариантная мера v, порожденная мерой Лиувилля. Именно она интересна
с точки зрения приложений. Эта мера индуцирует в символической системе
некоторую инвариантную меру v', которая отнюдь не обязана быть гиббсов-
ской. Попутно отметим, что построение гиббсовских мер для ТМЦ со счетным
алфавитом — задача, не решенная полностью до сих пор.

Два указанных обстоятельства вынуждают разрабатывать новые под-
ходы для исследования статистических свойств биллиардных систем. Пер-
вое такое исследование было проведено в [22, 23]. В этих работах мера v'
в ТМЦ аппроксимировалась некоторой мерой v" с конечной памятью — т. е.
«почти» марковской. Полученную вероятностную цепь легко свести к мар-
ковской (но со счетным числом состояний). При этом для доказательства ста-
тистических свойств последней недостаточно «просто» перемешивания, так как
оно может происходить слишком медленно,— здесь необходимы дополнитель-
ные условия регулярности. Одно из таких условий — аналог условия Дёб-
лина — было доказано в [22] (см. поправку в [24]), в результате чего в [23]
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была получена субэкспоненциальная оценка убывания корреляций

(1.7) | (Хо • Zn> | < С {F) е~^

(здесь у ЕЕ (О, 1) не зависит от F), доказана центральная предельная теорема
и ряд других статистических свойств периодического газа Лоренца при ус-
ловии конечного горизонта (ограниченной сверху длины свободного пробега).
На основе этих результатов в [30] выведена «квазилокальная» предельная
теорема, занимающая промежуточное положение между центральной и
локальной.

В настоящей работе этот подход существенно упрощен и получены более
сильные результаты. Во-первых, мы отказались от построения символиче-
ской системы со счетным алфавитом, которая позволяет закодировать почти
все точки фазового пространства М. Действительно, при аппроксимации меры
v' мерой v" в ТМЦ происходит потеря точности, которую можно было бы до-
пустить с самого начала, строя символическую систему более «грубо», но
с конечным алфавитом. Для этого мы вводим конечный набор подмножеств
в М, обладающих марковскими свойствами в течение определенного, конеч-
ного промежутка времени (т. е. по отношению к действию Т1 при 0 ^ i <^ N,
где N конечно). Построенный набор подмножеств не покрывает всего фазового
пространства, поэтому мы назвали его марковским решетом. Он порождает
символическую (не марковскую!) систему с конечным алфавитом ̂ инвариантная
мера в которой достаточно хорошо аппроксимируется некоторой марковской
мерой у"' (снова на том же отрезке времени [0, NX). Эта мера обладает хороши-
ми статистическими свойствами не «вообще», а именно на конечном промежут-
ке времени [О, N]. В этой связи нам приходится, как и в [9], доказывать до-
полнительные условия регулярности. Мы устанавливаем аналог условия
сильного перемешивания в смысле Ибрагимова [9] (это сильнее, чем условие
Дёблина) и отсюда выводим теоремы 1.1 и 1.2. Отметим, что наша оценка
(1.1) лучше, чем (1.7), так как фактически позволяет оценить снизу значение
у и дает у ;> 1/2. Кроме того, наши предположения А, Б, В о границе BQ
существенно слабее сделанных в работе [23] (например, здесь мы рассматри-
ваем газ Лоренца с бесконечным горизонтом, а также стадионы).

Вопрос о том, является ли субэкспоненциальная оценка вида (1.1) не-
улучшаемой для биллиардов, остается открытым. Численные расчеты
[18, 26], однако, указывают на действительно субэкспоненциалъный харак-
тер убывания корреляций.

Наконец отметим, что для нашего доказательства теорем 1.1 и 1.2 мар-
ковское разбиение оказывается излишним: наше решето строится с помощью
предмарковского разбиения, введенного в [8, 22] на промежуточной стадии
построения марковского. По существу, это и упрощает доказательство тео-
рем 1.1 и 1.2 в сравнении с [22, 23].

С другой стороны, марковское разбиение в биллиардах остается необ-
ходимым при решении ряда других задач. Оно позволяет доказать некото-
рые асимптотические оценки для числа периодических траекторий (см. [8, 17]).
Можно надеяться, что оно также позволит развить термодинамический фор-
мализм в духе Боуэна — Рюэлля — Синая для гиперболических систем
с особенностями (в частности, для гиперболических биллиардов).

Структура настоящей статьи такова. В § 2 кратко описываются общие
свойства гиперболических биллиардов. В § 3 развита необходимая техника
для построения марковского решета, основанная на понятии однородного
устойчивого или неустойчивого многообразия, позволяющая преодолевать
влияние особенностей биллиардного отображения Г. В § 4 строится мар-
ковское решето, при этом его определение и основные свойства формулиру-
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ются в п. 4.1. Последние три параграфа посвящены выводу теорем 1.1 (§ 5),
1.2 (§ 6) и 1.5—1.6 (§ 7). Приложения содержат доказательства некоторых
технических теорем из § 3.

Понятие марковского решета было предложено Н. И. Черновым. Идея
перехода к однородным многообразиям и связанными с ними дополнитель-
ными дроблениями (см. § 3) была высказана Я. Г. Синаем. Окончательная
редакция была проведена всеми авторами.

§ 2. Биллиарды: необходимые сведения

В этом параграфе мы приведем необходимые определения и свойства
гиперболических биллиардов. Более подробное изложение см. в [8].

2.1. Рассеивающие биллиарды: фазовое пространство. Как и в [8],
мы сосредоточим основное внимание на рассеивающих биллиардах, а для
остальных опишем лишь необходимые изменения и дополнения во всех
конструкциях.

Биллиардная область Q всегда предполагается ограниченной связной
замкнутой областью на плоскости или на стандартном двумерном торе.
Граница dQ должна быть кусочно гладкой, состоящей из конечного числа
гладких (класса не ниже С3) несамопересекающихся кривых Г{, 1 <J i <; d,
которые либо замкнуты, либо имеют общие концевые точки. Регулярную
часть границы обозначим

dQ = dQ\ U (Г, П Tjh

а точки q E= dQIdQ назовем точками ее излома. В регулярных точках q E= dQ
определены единичный вектор внутренней нормали п (q) и кривизна к (q)
по отношению к этому вектору. В рассеивающих биллиардах к (q) всюду
положительна.

Биллиардная система задает кусочно гладкий поток {S*} на фазовом
пространстве Ж, представимом в виде Ж = Q X Si = {х = (q, v): q ЕЕ Q,
|| v || = 1}. Поток {S1} сохраняет меру Лиувилля d\i = c^dqdv, где dq и
dv — меры Лебега на Q и S1 соответственно, с^ — нормирующий множи-
тель.

Введем «граничное фазовое пространство» М = {х = (q, v): q E= dQ,
(v, n (q)) ^> 0}. Обозначим Ш. замыкание М в пространстве Ж. Граница
дМ = М \ М состоит из двух частей: дМ = SQ^] Vo, где So = {(q, v): g j ^
GE dQ, (v, n (q)) = 0} («касательные отражения») и F o = {(<?, v): q €E dQ \ dQ}
(«биллиардные углы»). Поток {S1} порождает производное отображение И
в себя, обозначаемое Т.

Введем в М естественные координаты: г — параметр длины дуги на
кривой й ^ н ф — угол между векторами v и п (q) (| <p | <^ я/2). В этих коор-
динатах М будет объединением прямоугольников и цилиндров. Для точки
х €Е М будем обозначать г (х) и <р (х) ее координаты. Отображение Т со-
храняет меру dv = cv cos (pdrdq>, (cv — нормирующий множитель). Обозна-
чим т+ (х) = т (х) ж %_ (х) первый положительный и отрицательный моменты
времени достижения границы dQ траекторией точки х, т. е. Т±1х = 5т±(л)"г(1ж.

Отображения Т и 71"1 являются кусочно гладкими: Т имеет разрывы
на множестве Т~*В.О, а Т'1 — на TR0. Обозначим R{ = ТгЯ0 и Rm,n =

= \J Ri при — о о ^ 7 ? г < « ^ о о . Тогда множество особых точек для Т±п,-
m

п Г> 1, совпадает с R-n,0 (Ro,n)- МножествоR-oo,*> состоит из счетного числа
гладких (С1) кривых, называемых далее кривыми разрыва.
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На рассеивающие биллиарды мы накладываем следующие два условия
«общего положения».

У с л о в и е А. Все внутренние углы области Q в точках излома ее
границы отличны от нуля.

У с л о в и е Б. Для любого т 7^ 1 число кривых разрыва из i?_,n „,, про-
ходящих или оканчивающихся в какой-либо точке х ЕЕ М, не может превышать
Кот, где Ко — постоянная для области Q.

Оба условия существенно использовались при построении марковских
разбиений в [8]. Отметим, что условие Б всегда выполнено, если Q — об-
ласть на торе с гладкой границей [8]. В работах [22, 23] условие Б форму-
лировалось иначе и более жестко: не допускалось более трех кривых разрыва
из -й-оо.оо, проходящих через одну точку в М. Численные расчеты [32] пока-
зывают, что при нарушении условия А скорость убывания корреляций ста-
новится медленной (степенной), т. е. теорема 1.1 не справедлива.

З а м е ч а н и е 2.1. Пусть биллиардная область Q удовлетворяет ус-
ловию А. Тогда найдутся постоянные т0 = т0 (Q) и т0 = т0 (Q) ^> 0 такие,
что для любой точки х е= М из ее образов Тгх при 1 ^ i ^ m0 можно вы-
брать хотя бы один такой, что т {Тгх) ^> т0.

Иначе говоря, биллиардные траектории не могут испытывать сколь
угодно много отражений, находясь в малой окрестности одной из точек из-
лома границы dQ.

Кроме того, отметим, что в силу гладкости компонент границы ее кри-
визна ограничена сверху и снизу: 0 < xmm <С % (х) ^ хтах < °°-

2.2. Рассеивающие биллиарды: гиперболическая структура. Гладкую
(С1) кривую у d M назовем возрастающей (убывающей), если она задается
уравнением ф = ср (г) и d(p/dr ^> 0 (d(p/dr < 0). Свойство возрастания (убы-
вания) сохраняется под действием Т (Т~1). Назовем кривую 7 т-возрастаю-
щей (т-у бывающей) при т > 1 , если Т~т у [Тту) является возрастающей
(убывающей) гладкой кривой. Все кривые разрыва из Rlt«, (R-^^i) являются
возрастающими (убывающими).

Пусть возрастающая или убывающая кривая у задана уравнением ф =
= Ф (г). Обозначим I (у) ее евклидову длину в координатах (г, ф). Величина

"(2.1) Р{у)~ \ cos

называется р-длиной кривой у, и она будет для нас гораздо важнее Z-длины.
В дальнейшем в тексте, если не оговорено противное, под длиной кривых
мы будем понимать именно р-длину.

Все возрастающие (убывающие) кривые растягиваются под действием Т
(Г'~') (в смысле р-длины). Локальный коэффициент растяжения возрастаю-
щих (убывающих) кривых под действием Тп при п > 1 (п <1 — 1) всегда
растет экспоненциально:

(2.2) р (Гу)/р (у) > tiinUm»]

для некоторого Ао (Q) ^> 1. Тем самым, гиперболичность отображения Т
близка к равномерной, и в силу двумерности граничного фазового простран-
ства М она является полной (определения см., например, в [16]). Однако
отображение Т не является равномерно гиперболическим, так как углы
между m-возрастающими и m-убывающими кривыми не отделены от нуля
для любого m "^ 1. Точнее, для любой 1-возрастающей и 1-убывающей кри-
вой | dcp/dr | > const ^> 0, но оценка сверху выглядит весьма слабо: \dy/dr | <^
<^ const (d (г))'1'2, где d (г) означает расстояние от точки г ЕЕ Г4 d dQ до
ближайшего конца кривой Г;. Это значит, что в окрестности множества Vo
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устойчивые и неустойчивые направления могут быть одновременно почти
параллельны касательной к VQ. Точнее, подобное явление происходит лишь
в окрестности конечного числа точек, лежащих на V0\S0, но и оно услож-
нит наши выкладки в Приложении 1 (п. 111.3).

Отметим, что I- и /ьдлины 7тг0-возрастающих и то-убывающих кривых у
связаны соотношением

(2.3) const! (Q )р (у) < I ( Y ) < const2 {Q) fp (у).

У почти каждой точки х GE М имеются локальные устойчивое и неустой-
чивое многообразия (сокращенно, ЛУМ и ЛНМ), проходящие через х. Будем
обозначать максимальный гладкий отрезок (включая концы) этого ЛНМ
(ЛУМ) через уи (х) (ys (x)). Длина этих отрезков ограничена из-за разрыв-
ности отображения Т, и более того, сколь угодно короткие ЛНМ и ЛУМ
всюду плотны в М.

Касательные направления к ЛНМ уи (ж) и к ЛУМ ys (x) в точке х об-
разуют углы с осью г, которые мы обозначим т|)ы (х) и ip8 (х), соответственно.
Они задаются соотношениями

/ел / \ I C T I \ / \ / i \ / ' \ r '

\ tg г|э8 (х) = — B s (ж) cos ф (ж) + и (х)-
Здесь

(2.5) В'(х) = Ч —

R(Tx)
х(Тх)

— цепная дробь, в которой обозначено R (х) = 2-л (х)/cos ф (х). Величина
Ви (х) определяется аналогично по полутраектории Тпх при п <^ 0: Ви (х) =
= R (х) + _ / ~ т (Т~1х) + _^Г~ R (Т^х) + —Г~ % (Т~2х) + . . . Значение
Ви (х) (Bs (x)) равно кривизне пучка траекторий, образующих ЛНМ уи (х) (ЛУМ
ys (x)), в момент после отражения в точке х. Обозначим также В" (х) =
= Ви (х) — R (х) и В*_ (х) = Bs (х) + R (х) кривизны этих пучков в момент
перед отражением в точке х. Кстати, р-длина ЛНМ у11 (х) (ЛУМ ys (x)) опре-
деляет длину ортогонального сечения соответствующего пучка траекторий
в момент отражения. Обозначим Я" (х) = 1 + т (х) Ви (х) (Xs (х) = 1 +
+ т {x)Bs_ (Tx)) коэффициент растяжения ЛНМ уи (х) (сжатия ЛУМ ys (x))
под действием Т (в смысле р-длины).

Для х, у £= М обозначим [х, у] = ys (x) Г\ у11 (у) (эта точка не всегда
существует, так как ЛНМ и ЛУМ могут быть сколь угодно короткими).
Для А, В а М обозначим [А, В] = {[х, у]: х е А, у е В}. Для A CZ М
обозначим у A s (х) = А Г\ yu's (x).

Подмножества A CZ уи (х0) и В CI уи (уо) называются канонически изо-
морфными, если для любого х ЕЕ А точка [х, у0] 6Е В и наоборот. В этом
случае отображение А ->- В, переводящее х в точку [х, у0], называется
каноническим изоморфизмом. Если рассматривать /ьдлину к&кмеруна отрез-
ках уи (х0) и уи (у0), то канонический изоморфизм абсолютно непрерывен
[13, 29] и имеет якобиан в любой точке плотности х множества А, который
мы обозначим / " (х). Для любого A d М и ЛНМ уи (х0) назовем [А, х0]
канонической проекцией множества А на кривую уи (х0).

2.3. Биллиарды с бесконечным горизонтом. Если Q — область на торе,
то длина свободного пробега т (х) может быть неограниченной. В этом слу-
чае функции т ± (х) имеют особенности, которые следует описать более под-
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робно. Функция т+. (х) (или т_ (х)) может быть неограниченной только в ок-
рестности конечного числа точек, лежащих на Ro, которые называются и-
особыми (s-особыми). Назовем их также особыми точками типа бесконечного
горизонта (еще один вид особых точек встретится нам в п. 2.5). Эти особые
точки могут иметь три подтипа: S, V и SV в зависимости от того, лежат
ли они на So \ F o , Vo \ So или So f] Vo (подробнее см. [8], § 4). Каждый
из подтипов характеризуется своей структурой кривых разрыва из R_t (для
s-особых точек из R), которые накапливаются в окрестности особой точки.
Отметим, что если граница dQ гладкая, то все и- и s-особые точки совпадают
и имеют один тип S.

Кривые разрыва разбивают окрестность особой точки на счетное число
областей (ячеек). С приближением к особой точке ячейки становятся мельче,
функция т+ (х) в них растет, а коэффициент растяжения ЛНМ (сжатия ЛУМ)
за одну итерацию отображения T±l увеличивается до бесконечности. Если
пронумеровать ячейки (и ограничивающие их кривые разрыва) в естествен-
ном порядке (т. е. в порядке приближения к особой точке [8]), то в п-ж ячей-
ке функция т+ (х) равна ^const-re, а коэффициент растяжения ЛНМ (сжатия
ЛУМ) равен ^tconst-rad,' где d = 3/2 для особых точек типов S и SV и d = 1
для особых точек типа V.

З а м е ч а н и е 2.2. В окрестностях особых точек подтипа V любой
ЛНМ пересекает лишь конечное число кривых из R^ с номерами от Nx

до 7V2, для которых N2 <J const Nt. Отметим также, что образы и прообразы
ячеек из окрестности особых точек типа V уже не лежат в окрестностях
этих или других особых точек (поэтому в [8] они названы «блуждающими
ячейками»). Точнее, ячейкам с номерами ^п требуется не менее N (п) ите-
раций отображения Г±4, чтобы их образы пересекли другие ячейки с номе-
рами ;>га около особых точек (здесь N (п) -у оо при п ->• оо).

2.4. Полурассеивающие биллиарды. В полурассеивающих биллиардах
отражения от нейтральных компонент границы являются не более чем «ме-
шающим фактором», поскольку они не приводят к растяжениям и сжатиям.
Чтобы исключить влияние этого фактора, мы переходим к производному
отображению на более «узком», чем в п. 2.1, граничном фазовом пространстве.
Обозначим d+Q объединение всех рассеивающих компонент границы dQ
и рассмотрим пространство М = {(<?, v): q €E d+Q, (v, n (q)) > 0}. JHfa замы-
кании M построим производный автоморфизм Т. Для точек х еЕ М обозна-
чим к (х) номер первого отражения траектории точки х от d+Q. Мы налагаем
дополнительное условие:

У с л о в и е В. Функция к (х) равномерно ограничена: к (х) <[ const <
<С оо.

При этом условии кривые разрыва R1 и Л_5 могут накапливаться только
в окрестностях особых точек типа бесконечного горизонта.

В некоторых случаях можно отказаться от слишком стеснительного
условия В и с помощью нескольких отражений области Q относительно нейт-
ральных компонент границы dQ свести систему к рассеивающему биллиарду
на торе (см. [8], § 6). Такие случаи также годятся для нас, так как отображе-
ние Т будет иметь те же свойства, что и в соответствующем рассеивающем
биллиарде.

Однако если в области Q общего положения условие В нарушено, то
описание структуры кривых разрыва отображения Т в окрестностях осо-
бых точек (где функция к (х) неограничена) остается пока не решенной за-
дачей.

2.5. Биллиарды с фокусирующими компонентами границы. На фоку-
сирующие компоненты границы dQ мы накладываем следующие условия:



Л. А. ЕУНИМОВИЧ, Я. Г. СИНАЙ, Н. И. ЧЕРНОВ

У с л о в и е Ф1. Каждая фокусирующая компонента границы является
неполной дугой окружности, дополнение которой до полного круга не пере-
секает других компонент границы.

У с л о в и е Ф2. Если фокусирующая компонента граничит с рассеиваю-
щей, то в точке пересечения они образуют внутренний угол больше п.

У с л о в и е ФЗ. Каждая фокусирующая компонента не превышает
полуокружности (в угловом измерении <^я).

При построении марковского разбиения в [8] мы явно накладывали
только условие Ф1, но неявно предполагали и условия Ф2, ФЗ (поскольку
при нарушении этих условий структура кривых разрыва производного отоб-
ражения Т становится отличной от описанной в [8]).

Гиперболические и эргодические свойства биллиардов с фокусирующими
компонентами, удовлетворяющими Ф1, исследованы в [6, 21] и описаны
в [7, 8]. Образы возрастающих кривых при попадании на фокусирующую
часть границы dQ становятся убывающими в координатах г, ср, и наоборот.
Пучки траекторий, соответствующих образам возрастающих кривых, схо-
дятся (фокусируются) после отражения от фокусирующих компонент гра-
ницы, но перед следующим отражением проходят через сопряженную точку
(дефокусируются) и подходят к отражению уже рассеянными. Важно, что
сопряженная точка всегда лежит на первой половине пути между соседними
отражениями, поэтому размеры (р-длина) образов возрастающих кривых
монотонно растут под действием Т. Описанное явление называется условием
дефокусировки.

Серия последовательных отражений от одной фокусирующей компоненты
границы может быть сколь угодно длинной, но она не приводит к экспо-
ненциальному растяжению и сжатию (по этой причине, в частности, биллиард
в круге не гиперболичен). Эти серии представляют собой такой же «мешаю-
щий фактор», как и отражения от нейтральных компонент границы, поэтому
мы вынуждены их также «пропускать». Точнее, определим М как множество
таких точек (q, v): q Ei d<? (v, n (q)) ̂ > 0, что точка q либо лежит на рассеи-

вающей компоненте, либо на фокусирую-
щей, но в последнем случае следующее
отражение (в точке Sx<-X*>+Ox) должно про-
исходить от другой компоненты границы.
Производный автоморфизм Т строится на
замыкании М. Если граница содержит
нейтральные компоненты, то мы предпола-
гаем выполненным условие В.

Пространство М_ в координатах г, ф
представляет собой объединение прямо-
угольников и цилиндров, соответствую-
щих рассеивающим компонентам границы
(эту часть М мы обозначим М+) и парал-
лелограммов, соответствующих фокуси-
рующим компонентам (эту часть М обо-
значим М__). Параллелограммы из М_
имеют вид, изображенный на рис. 3. В точ-
ках А и В накапливаются бесконечное

число кривых разрыва (более подробно они описаны в [8]). Предельные
точки А ж В задаются касательными направлениями к соответствующей
фокусирующей компоненте Г в ее концевых точках. Образно говоря, траек-
тории этих точек не отражаются от дуги Г, а «скользят» по ней, поэтому
назовем А и В особыми точками типа скольжения.

с/п\

Рис. 3
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Окрестность описанных выше особых точек разбивается кривыми из
Rl на счетное число ячеек. В п-& ячейке собраны траектории, испытавшие
ровно га отражений подряд от данной фокусирующей компоненты. Любой
ЛНМ YQ c концами в х и у, лежащий в и-й ячейке, имеет производную
d(f/dr ;5s const-га (естественно, const <^ 0), для него cos ф (х) ;̂ s cos ф {y)^z
гы const/w и | ф (ж) — ф (у) | <^ const/re2. Отсюда легко вывести оценки

(2.6) | г (х) - г (у) | < const

(2.7) - < const ( р Ы ) 1

COS ф ( г ) |

которые понадобятся нам в Приложении 1. Также легко вывести, что
Р (YOVP ( ^ Y O ) ~ const-п и р (Туо)/р (Yo) ^S const-И, поэтому коэффициент
растяжения ЛНМ за две итерации отображения Т (от Т~ху0 до Ту0) не ниже
const-га2.

2.6. «Стадионы». Условие В в п. 2.5, как и в п. 2.4, является весьма
стеснительным. Здесь мы рассмотрим одну область, не удовлетворяющую
ему — так называемый стадион. Она ограничена двумя параллельными от-
резками и двумя одинаковыми дугами окружностей (см. рис. 2, б). Допол-
нение каждой дуги до полного круга не должно пересекаться или касаться
другой дуги. Биллиард в стадионе имеет самостоятельные приложения (см. [7]).

Рис. 4

Гиперболичность и эргодичность этого биллиарда доказана в [21]. Если
дуги, ограничивающие стадион, меньше полуокружности, то они не удовле-
творяют условию Ф1, но с помощью отождествления боковых стенок (отрезков)
можно перейти к биллиарду на торе, ограниченному только двумя дугами,
для которых Ф1 выполнено.

Граничное фазовое пространство М состоит из двух одинаковых парал-
лелограммов (рис. 4). В окрестностях точек С и D также накапливается
бесконечное число кривых разрыва (из i?_j), структура которых описана
в [8]. Они порождены неограниченной длиной свободного пробега (при пере-
ходе траекторий с одной дуги на другую), поэтому будем называть С и D,
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как и в п. 2.3, особыми точками типа бесконечного горизонта. Если дуги
границы стадиона строго меньше полуокружности, то свойства этих особых
точек полностью аналогичны свойствам особых точек подтипа V (см. заме-
чание 2.2 о «блуждающих ячейках»). Если же стадион ограничен полуок-
ружностями, то ячейки в окрестностях точек С и D уже не блуждают: там
происходит наложение кривых разрыва из Rt и из i?_4 (рис. 5). В этом
случае несложные выкладки дают нам следующие оценки:

Л е м м а 2.3. Коэффициент растяжения любого ЛНМ, лежащего в п-й
ячейке, под действием Т не меньше in. Любой ЛНМ в окрестности точек
С и D пересекает лишь конечное число кривых разрыва /L4 с номерами от Nt

до N2, причем 7V2 <^ 9Nt + const.
В заключение сделаем одно общее замечание к пп. 2.4—2.6.
З а м е ч а н и е 2.4. Для биллиардов с нейтральными и фокусирующими

компонентами границы мы, как и в [8], построили производное отображение
Т на очень «узком» граничном фазовом пространстве М. В [8] мы затем смог-
ли доопределить марковское разбиение и на более широком (и естественном)
пространстве М± = {(q, v): q E= <?(?, (v, n (q)) ^> 0}. В данной работе мы изу-
чаем гораздо более тонкие статистические свойства динамических систем,
которые могут сильно меняться при переходе от Г к производному отобра-
жению ТГ, построенному на Mt. Например, существенно меняется «счетчик»
числа столкновений (Тпх = Т{ х при iV ^ га, причем N может быть намного
больше га), поэтому скорость убывания корреляций может значительно умень-
шиться. В частности, как показывают численные расчеты [36], для стадиона
она становится степенной (^const-iV"" для некоторого а ^> 0).

§ 3. Марксвсксе решето: вокальные конструкции

В этом параграфе мы подготовим весь необходимый материал для по-
строения марковского решета, которое будет проведено в § 4. При этом
будет введен ряд новых понятий и доказана серия утверждений о локальном
поведении отображения Т. По возможности мы придаем нашим утверждениям
наглядный характер, вынося технические выкладки в приложения.

3.1. Параллелограммы и их меры. По традиции, элементы марковских
разбиений в гиперболических системах называются параллелограммами..
В случае биллиардных отображений параллелограммом является множество
U CZ M такое, что v (U)^> 0 и для любой пары х, у ЕЕ U точка [х, у] опре-
делена и лежит в U. Иначе говоря, это множество, получающееся при пере-
сечении семейства ЛНМ {уи} с семейством ЛУМ {ys} таких, что каждое
ЛНМ уи пересекается с каждым ЛУМ ys. В этом смысле параллелограмм
U имеет структуру прямого произведения. Поэтому U можно также пред-
ставить в виде

(3.1) U = [•#"(*„), уЬ (*„)]

для произвольной точки х0 €Е U. Если точка х0 фиксирована, то ЛНМ
7" (̂ о) и ЛУМ 7s (̂ o) буд е м называть координатными осями в U.

В биллиардных системах из-за наличия разрывов сколь угодно корот-
кие ЛНМ и ЛУМ всюду плотны в М (подробное объяснение см. [8]). Поэто-
му параллелограммы представляют собой нигде не плотные множества кан-
торовского типа, имеющие положительную меру. Пределом (в метрике С0)
последовательности ЛНМ или ЛУМ может; быть только ЛНМ или ЛУМ (см.
[8, лемма 2.11]), поэтому замыкание (в М) любого параллелограмма также
является параллелограммом.
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Нам потребуются удобные формулы для меры параллелограммов. Пусть
U — параллелограмм, Uo — некий «объемлющий» параллелограмм, т. е.
Uo ZD U, и в Uo выбрана точка ж0, фиксирующая координатные оси в Uo.
Каноническую проекцию параллелограмма U на оси у" (х0) и у5 (̂ о) обозна-
чим Tv и Ги, соответственно. Тогда, аналогично (3.1),

(3.2) U = [Ги, ТЫ

Разобьем кривые у" (х0) и ys (х0) на мелкие подотрезки A" d уи {х0)

и A} CI ys {x0). Их «прямые произведения» [А", А)] индуцируют разбиения

множества U на подпараллелограммы Д у = [А" (~) Ти, А; П Гу].
Для достаточно мелких параллелограммов А их v-мера прибли-

зительно равна v (А) ж cvm (A) cos ф (х), где m (•) — мера Лебега в коор-
динатах г, ф, а х ЕЕ А — некоторая точка. Если зафиксировать точку z e= А,
то можно написать ??г (A) гг; £ (уд (х))-1 (уд (z))'sin (ф" (a;) — ips (x)). Легко
видеть, что I (уд (х)) х- р (уд (z))/(cos ф (x)costyu (х)) и I (уд (ж)) -х- р (уд (ж))/
/(cos ф (,r)cos \|JS (а;)),1 поэтому в силу (2.4) v (Д)якр (уд (я)) р (уд (ж)) ( 5 й (а;) +
+ Bs (x)) c v.

Вернувшись к нашему параллелограмму U, составим интегральную
сумму v (U) = S v (Ay) и переходя к пределу, как в обычном определении
жнтеграла, получим

(3.3) v (U) = cv J (Ви (х) + 6 s (x)) dw (x),
и

где через dvu (x) обозначена мера на U, являющаяся прямым произведением
мер р (•) на множествах уи (х) и уи (я). В силу абсолютной непрерывности
слоений ЛНМ и ЛУМ [13, 29] почти любая точка х £Е £7 является точкой
плотности множества у"тs (х) на ЛНМ у" (я) (ЛУМ ys (x)) и потому для нее
определен якобиан канонического изоморфизма этого множества на его
проекцию Ту (Ги) на соответствующую координатную ось. Этот якобиан мы
обозначим / u (x) (Js {x)). Тогда (3.3) примет вид

(3.4) v\(U) = cvldp (у) $ dp (z) (Ви (х) + Bs (х)) Г (х) Г (х).

Здесь у GE Та и z GE Ти такие точки, что [у, z] = x. Естественно рассматри-
вать точки у и z как координаты точки х на осях у" (х0) и ys (x0). Важно
отметить, что все функции, стоящие под интегралом в (3.4), определяются
точкой ж и не зависят от выбора параллелограмма U.

3.2. Слабая однородность параллелограммов. Формула (3.4) представ-
ляет параллелограмм U в виде прямого произведения в метрическом (а не
только в топологическом, как в (3.2)) смысле. Однако по-настоящему удоб-
ной она становится только тогда, когда подынтегральная функция почти
постоянна. Для таких параллелограммов мы введем понятие однород-
ности.

Зафиксируем некоторые постоянные сс0 < 1 и Со ^> 0.
О п р е д е л е н и е 3.1. Параллелограмм U называется слабо п-одно-

родным (п ^ 0 — целое), если выполнены четыре условия:

(01) | Ви (х)/Ви (у) - 1 | < Со<;
(02) | Bs (х)/В° (у) - 1 | < С0а

п

0;

(03) | / " (х) - 1 |

(04) | / ' ( i ) - l | <
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для любых точек х, у £Е UQ и любой точки х0 <^ Uo, фиксирующей коорди-
натные оси уи (х0) и ys (х0).

Следующая лемма легко вытекает из (3.4):
Л е м м а 3.2. Для слабо п-однородных параллелограммов Uo меру их

подпараллелограммов U можно аппроксимировать величиной

(3.5) v a (U) = cvP (Г$)р (ГЬ)(Ви (х0) + & (*„)).

Более точно,

(3-6) |vo(£0/v (U)-i | < C i a J ,

где Сг = ^ ( C o . a o ) .
Выведем одно следствие из формул (3.5)—(3.6). Параллелограмм V CZ U

называется и-вписанным (s-вписанным) в U, если i>u' (#) — Yu (ж) (соответст-
венно 7о' (х) = Уи (ж)) для любой точки ж £Е £7'. Пусть £7' — произвольный
параллелограмм, м-вписанный в U, и £/" — произвольный параллелограмм,
s-вписанный в U. Предположим также, что U слабо /г-однороден. Тогда из
(3.5) и (3.6) вытекает неравенство

(3.7) |v (U"/U)/v (U'lW) - 1 | < C2a0

n,

где С2 = С2 (С15 а 0) (здесь v (А/В) означает условную меру).
3.3. Однородные ЛНМ и ЛУМ. Определенные выше слабо п-однородные

параллелограммы необходимо научиться строить. Отметим, что для слабой
га-однородности недостаточно малости диаметра параллелограмма. Напри-
мер, если две части параллелограмма U лежат по разные стороны от неко-
торой кривой у a Ro, к при небольшом значении к, то величина Ви (х) ис-
пытывает скачок при переходе через у, который не исчезает, если diam U —*- 0.
Поэтому для слабой га-однородности надо дополнительно потребовать, чтобы
образы параллелограмма U и в прошлом, и в будущем достаточно долго не
испытывали разрывов. Кроме того, необходимо, чтобы функции Bu's (х)
не испытывали сильных колебаний внутри параллелограмма U и его обра-
зов T%U при небольших (по модулю) значениях i. Эти функции имеют осо-
бенности на множестве So а дМ, а при наличии точек излома на границе
3Q — еще и в конечном числе «особых» точек на F e, упомянутых в § 2 и
описанных подробнее в Приложении 1. Поэтому мы разбиваем окрестность
множества So и некоторую окрестность F* множества данных «особых»
точек на счетное число сужающихся к So и к «особым» точкам подобластей,
внутри которых функции Bu's(x) не испытывают больших колебаний.

Зафиксируем некоторое v ) > l и целое га0 ^ 1. Проведем в М счетное
число отрезков, задаваемых уравнениями ф = л/2 — n~v и ф = —я/2 + п~ч

при всех целых га ;> га0. Набор этих отрезков обозначим Тй. Рассмотрим
также образы и прообразы точек этих отрезков, попадающие в множество
F,;. до тех пор, пока они не выходят из него. Эти точки образуют множество
3JI CI V*, состоящее максимум из счетного числа кривых. Иначе говоря, Жх

состоит из образов отрезков SD0, «застревающих» на некоторое время в ма-
лых окрестностях точек излома границы dQ. Точное определение множества
SO'x будет дано в Приложении 1 (п. П1.3). Положим 30 = &0 U 3)г.

О п р е д е л е н и е 3.3. Назовем отрезок ЛНМ уи (ЛУМ у$) однород-
ным (сокращенно ОЛНМ и О ЛУМ), если его образы Т~пуи (Tnys) при всех
га !> 0 (т. е. при «движении в сторону сжатия» не пересекают отрезков в
кривых из множества 3) (но могут попадать на них своими концами) и, кро-
ме того, Т (Т~*) гладко на уи (ys) (т. е. одна итерация «в сторону растяжения»
не должна приводить к разрыву).
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Иначе говоря, построение ОЛНМ (ОЛУМ) можно осуществить, дробя
произвольный ЛНМ (ЛУМ) в точках, образы которых в прошлом (в буду-
щем) попадают в 3). Поэтому будем называть последние кривыми дробления,
а отрезки из 2)0 — отрезками дробления.

О п р е д е л е н и е 3.4. Пусть п ;> 1 — целое. Назовем ЛНМ уи (ЛУМ
75) п-однородным, если его образ Тпу" (Т~пу$) является ОЛНМ (ОЛУМ).

Естественно, свойство «-однородности сильнее, чем просто однородности.
О п р е д е л е н и е 3.5. Параллелограмм U назовем п-однородным,

если для любой его точки х множество уи (х), (уи (%)) целиком лежит на од-
ном «-однородном ЛНМ (ЛУМ).

Отметим, что замыкание всякого re-однородного параллелограмма в М
будет также га-однородным параллелограммом.

Т е о р е м а 3.6. Параллелограммы, являющиеся п-однородными, будут
и слабо п-однородными при соответствующем подборе констант в определе-
ниях 3.1 и 3.3—3.5. Точнее, константы v и п0 можно выбирать произвольно,
а а0 и Со будут зависеть от них.

Смысл этой теоремы довольно прозрачен, но ее доказательство длинное
и носит большей частью технический характер, поэтому оно вынесено в При-
ложение 1.

Необходимо отметить, что га-однородные ЛНМ и ЛУМ обладают еще
одним важным свойством. Обозначим Л" {х) при i ]> 1 локальный коэффи-
циент сжатия ЛНМ уи (х) в точке х под действием отображения Т~Г.

Л е м м а 3.7. Если ЛМН уи п-однородно, то для любых х, у еЕ уи и
i ;> 1 справедлива оценка | Л" (ж)/Л" (#) — 1 | <^ С4с&о, где С4 ~^> 0 — по-
стоянная. Аналогичная оценка справедлива для п-однородных ЛУМ.

Доказательство леммы 3.7 также вынесено в Приложение 1.
Теорема 3.6 указывает способ построения га-однородных параллелограм-

мов, но оставляет открытым вопрос о существовании га-однородных ЛМН
и ЛУМ. Действительно, если бы точки дробления заполняли плотно каж-
дый ЛНМ (ЛУМ), то в них нельзя было выделить ни одного ОЛНМ (ОЛУМ).

Т е о р е м а 3.8 ( с у щ е с т в о в а н и е ) . Для почти любой точки
х е= М существует ОЛНМ (ОЛУМ), содержащее точку х внутри себя.

Максимальный гладкий отрезок ОЛНМ (ОЛУМ), проходящий через точ-
ку х, обозначим у°и (х) (у03 (х)).

С л е д с т в и е 3.9. Для любого в ^ 1 м для почти любой точки х су-
ществует п-однородное ЛНМ (ЛУМ), проходящее через х.

Теорему 3.8 можно существенным образом уточнить, оценив распреде-
ление длин ОЛНМ и ОЛУМ в пространстве М. А именно, обозначим г°" (х)
(r°s (х)) расстояние от точки х 6Е М до ближайшего конца кривой у°и (х)
(y°s (х)) в /^-метрике (если этой кривой не существует, то положим соответст-
вующее расстояние равным нулю).

Т е о р е м а 3.10. v {х (= М: г°и {х) < е} < С5е
е, где Сь =

= С5 (v, га0) > 0 и 8 = Э (v, п0) > 0. Аналогичная оценка верна и для r°s(x).
Следующее дополнение также полезно иметь в виду.
П р е д л о ж е н и е 3.11. Для v-почти любого х ЕЕ М точки дробле-

ния на ЛНМ уи (х) (ЛУМ ys {x)), разделяющие эту кривую на отдельные
ОЛНМ (ОЛУМ), могут сгущаться лишь на концах этой кривой, но не имеют
предельных точек внутри нее.

Доказательство утверждений 3.8—3.11 очень похоже на метод построе-
ния ЛНМ и ЛУМ, описанный в [13, 29]. Оно вынесено в Приложение 2.

На этом мы закончим анализ свойств параллелограммов. Оставшаяся
часть § 3 посвящена динамике отдельных ОЛНМ и ОЛУМ.
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3.4. Скорость растяжения ОЛНМ и ОЛУМ. Цель этого и следующего-
разделов — изучить динамику ОЛНМ и ОЛУМ, когда они движутся под
действием Тп «в сторону растяжения». Локальный коэффициент растяжения
за п шагов растет экспоненциально по п (2.2), но глобальная картина го-
раздо сложнее, потому что растяжение сочетается с разрывами и дробления-
ми. В результате для каждого п 5? 1 образ Тпуи (T~nys) состоит из конечного
или счетного числа ОЛНМ (ОЛУМ), среди которых могут быть сколь угодно-
короткие. Назовем эти ОЛНМ (ОЛУМ) однородными компонентами образа
Тпуи (T~nys). В данном разделе мы покажем, что средняя длина этих компо-
нент все-таки растет экспоненциально по п, пока не станет величиной поряд-
ка единицы. Иначе говоря, процесс растяжения преобладает над контрпро-
цессами разрывов и дроблений. Важно подчеркнуть, что речь идет о любом
ОЛНМ (ОЛУМ), а не о почти любом, как было ранее.

В дальнейшем изложении фигурируют только ОЛНМ, но аналогичные
утверждения с заменой п на —п справедливы и для ОЛУМ.

Пусть уи — произвольное ОЛНМ длины р (уи) = р и D > 0. Для каж-
дого п !> 0 выделим в уи подотрезки у" „, i = 1, 2, . . ., которые переходят
под действием Тп в однородные компоненты длины ^D. Рассмотрим вели-
чину

PDyu(N) = P{ U /У1п)/Р(уи).
Г, U^N g

Иначе говоря, pD yu (N) есть относительная доля точек кривой уи, образы
которых за первые N шагов хоть раз попали в однородные компоненты дли-
ны > D .

Т е о р е м а 3.12 ( с к о р о с т ь р а с т я ж е н и я). Найдется та-
кое D ^> 0 и функция р1 (с), Р (с) -»- 0 при с -к ос, не зависящие от уи и р,
и такие, что для любого с ^> 0 выполнено pD yii (— [с In р\) ;> 1 — (3 (с).

Теорема 3.12 означает, что за первые ./V итераций отображения Т, где
N = — [с In. p (у11)] большинство точек кривой уи хоть раз побывает в длин-
ных однородных компонентах (длины ^ D). Логарифмическая зависимость
N от р (уи) означает экспоненциальную скорость растяжения средней дли-
ны однородных компонент образа Т'гуи. По-существу, это ключевое свойство
рассматриваемых гиперболических систем, определяющее быстрое убывание
корреляций.

В более простом случае, когда дробления не учитываются (т. е. в ка-
честве компонент множества Тпуи рассматриваются ЛНМ, а не ОЛНМ), ана-
логичное (и в некотором смысле более сильное) утверждение уже было дока-
зано в [24]. Учет дроблений несколько усложняет доказательство теоремы.
Мы приводим его в Приложении 3.

3.5. Свойства транзитивности ОЛНМ и ОЛУМ. В этом разделе мы про-
должаем изучать динамику ОЛНМ и ОЛУМ, когда они движутся под дейст-
вием Тп «в сторону растяжения». Здесь мы предполагаем, что исходное
ОЛНМ уи уже имеет длину порядка единицы. В этом случае его образам
уже «некуда» растягиваться, и потому однородные компоненты этих образов
начинают заполнять пространство М. Общие соображения, апеллирующие
к свойству перемешивания преобразования Т [13], подсказывают, что од-
нородные компоненты множества Тпуи при больших п распределяются
равномерно по М. Нам понадобится более слабое свойство, состоящее, грубо
говоря, в том, что плотность заполнения пространства М упомянутыми ком-
понентами отделена от нуля асимптотически при п -»- °о. Именно это свой-
ство мы и называем транзитивностью. Строгие формулировки приведены
ниже.
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Прежде всего, введем ряд новых понятий для описания метрической
структуры параллелограммов. Они помогут нам лучше сформулировать
и нагляднее доказать свойство транзитивности.

Будем называть четырехугольником область К d M, ограниченную па-
рой ЛНМ и парой ЛУМ, чередующихся друг с другом. Ограничивающие его
ЛНМ (ЛУМ) назовем и-границами (s-границами). Для каждого параллело-
грамма U можно выделить минимальный четырехугольник К (U), содержа-
щий его. Назовем К (U) носителем параллелограмма U, а под и- и s-граница-
ми последнего будем понимать соответствующие границы его носителя.

Далее, будем говорить, что ЛНМ у11 (ЛУМ ys) натянуто на четырех-
угольник К (параллелограмм U), если его концы лежат точно на s-границах
(и-границах) этого четырехугольника (параллелограмма). Легко проверить,
что если параллелограмм «-однороден, то его и- и s-границы, а также все на-
тянутые на него ОЛНМ и ОЛУМ, re-однородны. Назовем «-однородный па-
раллелограмм (« 1> 0) максимальным, если он пересекается со всеми натяну-
тыми на него ОЛНМ и ОЛУМ. Любой n-однородный параллелограмм можно
дополнить до максимального с сохранением «-однородности и не раздвигая
его границ. Назовем также плотностью множества А С М на кривой у ве-
личину р (А П у)/р {у).

Переходим к формулировке свойства транзитивности. Рассмотрим про-
извольный ОЛНМ 7" длины р (уи) — р и произвольный 0-однородный мак-
симальный параллелограмм Uo ненулевой меры. Для каждого п ;> 1 выде-
лим внутри уи подотрезки "$', v, i > 1, образы которых Тпу\\ „ натянуты на
параллелограмм Uo (если таковые имеются), и рассмотрим величину

Т е о р е м а 3.13 ( т р а н з и т и в н о с т ь ) . При описанных выше ус-
ловиях рп (уи, Uo) > б 0 (р, Uo) > 0 при всех п !> Щ {р, Uo), где величины б0

и щ зависят от Uo и от длины р исходной кривой уи, но не зависят от ее по-
ложения.

Теорема 3.13 означает, что если исходная кривая уи достаточно длин-
ная, то в ее образе после достаточного количества итераций всегда найдется
существенная часть, состоящая из ОЛНМ, натянутых на параллелограмм
Uo. Из произвольности Uo следует, что компоненты образа кривой Тпуи при
больших п фактически «расползаются» по М с отделенной от нуля плот-
ностью. (В силу свойств перемешивания отображения Т должна, видимо,
существовать и какая-то связь величины бо (р, Uo) с мерой v {Uo), однако
здесь этот вопрос не рассматривается.)

Вновь подчеркнем, что, как и в п. 3.4, речь идет о любом ОЛНМ уи.
Двойственное утверждение справедливо и для любого ОЛУМ.

Доказательство теоремы 3.13 весьма наглядно и основано на ряде ут-
верждений, представляющих и самостоятельный интерес, поэтому мы при-
ведем его здесь, не вынося в прршожения. Идеи доказательства представля-
ются пригодными и для небиллиардных гиперболических отображений с осо-
бенностями.

Л е м м а 3.14. Пусть у — произвольная возрастающая кривая в М.
Тогда через почти каждую (в смысле р-меры) точку х €Е 7 проходит ЛУМ
Is (х).

Утверждение леммы, по-существу, является аналогом основной теоремы
теории гиперболических биллиардов. В настоящее время известны две вер-
сии ее доказательства. Первая разработана в [13, 5, 6, 21], а вторая — бо-
лее простая — в [15, 31, 25]. Из первой версии лемма 3.14 следует непосред-
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ственно, а из второй она вытекает после небольшой и очевидной модифика-
ции в доказательстве, которую мы здесь не приводим.

Утверждения 3.11 и 3.14 немедленно влекут
_ С л е д с т в и е 3.15. Пусть у — произвольная возрастающая кривая

в М. Тогда через почти каждую точку i G y проходит ОЛУМ Y°S (X).
З а м е ч а н и е 3.16. Из абсолютной непрерывности слоений на ЛНМ

и ЛУМ [13, 29] следует, что мера объединения всех ОЛУМ, о которых идет
речь в следствии 3.15, положительна. Поэтому найдется р0 = р0 (у) ~^> 0 та-
кое, что если проводить ОЛУМ только через точки {х ЕЕ у: ros (х) ^ р<>} (т. е.
такие ОЛУМ, расстояние от концов которых до точки пересечения с у не мень-
ше р0), то мера их объединения также будет положительна. Кроме того, они
«высекают» на у множество, р-мера которого стремится к р (у) при р0 ->- 0.

С помощью утверждений 3.15 и 3.16 в окрестности произвольного ОЛНМ
7й при произвольных ех ]> 0 и d ЕЕ (0, 1/10) легко построить параллелограмм
Uu обладающий следующим набором свойств:

1. иг 0-однороден и максимален.
2. у" пересекает обе s-границы параллелограмма Ux и точки пересече-

ния отстоят от концов кривой уи на расстояние, большее, чем dp {yu).
3. Для каждого ОЛУМ ys, натянутого на Uu точка пересечения ys (~1 уи

отстоит от концов YS на расстояние, большее, чем dp (ys) (иначе говоря, кри-
вая Y" проходит где-то в центральной части четырехугольника К {Ui), не
подходя слишком близко к его м-границам).

4. Плотность параллелограмма Ux на любом натянутом на него ОЛУМ
не меньше, чем 1 — Е1.

Назовем параллелограмм C/l7 обладающий свойствами 1—4, плотным
участком (с параметрами 8i и d) для ОЛНМ уи.

Л е м м а 3 . 1 7 ( о к о н е ч н ы х н а б о р а х п л о т н ы х у _ ч а с т -
к о в). Для любых р ^> 0, 8 t > 0 и d ЕЕ (0, 1/10) в пространстве М можно
выделить конечный набор параллелограммов так, что для каждого О.ЛНМ
длины ^ р один из этих параллелограммов будет плотным участком с пара-
метрами гх и d.

Для доказательства введем на множестве всех ОЛНМ метрику, опреде-
ляемую максимумом расстояний от каждой точки одного ОЛНМ до ближай-
шей точки другого, и наоборот. В силу компактности пространства подмно-
жество всех ОЛНМ длины ^ р компактно для любого р^> 0. Легко также
видеть, что каждый параллелограмм U1 служит плотным участком для неко-
торого открытого подмножества ОЛНМ длины ^> р (возможно, пустого), от-
куда и вытекает лемма.

Зафиксируем d ЕЕ (0, 1/10), достаточно малое 8Х ^> 0 и плотный участок
с параметрами е1} d для кривой уи из условия теоремы 3.13.

Оставим на время параллелограмм Ui и вернемся к параллелограмму
Uo из условия теоремы 3.13. Из абсолютной непрерывности слоений ЛНМ
и ЛУМ следует, что почти любая точка х ЕЕ Uo является точкой плотности
измеримого множества уЬ„ (х) на кривой YS (Я)- ИЗ определения точки плот-
ности вытекает, что для любого е2 ^> 0 найдется /0 ^> 0 и подмножество tJ0 d
CZ Uo ненулевой меры такое, что на любом ОЛУМ, пересекающем С о и имею-
щем р-длину меньше, чем 10, параллелограмм Uo имеет плотность > 1 — е2.
При этом множество Uo, конечно, не обязано быть параллелограммом.

Зафиксируем достаточно малое е2 > 0 и соответствующее множество О 0.
Рассмотрим множество TnUi при произвольном ге> 1. Оно состоит из

конечного числа 0-однородных параллелограммов. Обозначим Ui,n, • • •
. . ., Uic(n),n те из них, которые пересекают множество tf0. Из свойства
перемешивания отображения Г и из леммы 3.17 следует, что при всех
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п (р, 8i, d, U0, е2) выполнено

(3.8) 2 *(#!,» П*

где qt = qx (p, e l 5 d, Uo, e2) > 0.
Каждый из параллелограммов U%,n, 1 < i < А (п), под действием кано-

нического изоморфизма проектируется на одну из однородных компонент
ii,n образа Тпуи, причем разные параллелограммы Ui,n проектируются на
разные однородные компоненты у", „. (Собственно говоря, по причине такого
соответствия мы и изучаем столь подробно свойства однородных компонент
образов ЛНМ и ЛУМ; в § 4 мы выведем из них нужные свойства самих па-
раллелограммов.)

Л е м м а 3.18. Каждая однородная компонента yt,ni I ^ i ^. k (п)у

пересекает обе s-границы параллелограмма Uo, если только п достаточно ве-
лико (п ^ п" {Uo, е2)), а ех и е2 достаточно малы.

Доказательство опирается на одно геометриче-
ское построение, проиллюстрированное на рис. 6.
Выберем точку у б Щ,п П ^о и> соответственно,
О ЛУМ Yi = Ys (T~ny) П К (Z7i). При достаточно
больших п его образ Yo = Тпу[ имеет длину < 10 и
потому плотность параллелограмма Uo на кривой Yo
не ниже 1 — е2. Отсюда и из [свойств 3, 4 плотного
участка Ui следует, что при достаточно малых ех и 82

на кривой Yo найдется «достаточно много» точек мно-
жества TnUif] Uo, и точка yt,nf] Yo лежит между
какими-то двумя точками уг, у2 £ TnJJx f] Uo.
Рассмотрим четырехугольник К*, ограниченный Рис. Р

ЛНМ Y" (j/i), Y" (j/г) ж s-границами параллелограмма
Uo. Легко видеть, что его прообразы Т~гК* при всех i = 1, 2, . . ., п не пере-
секают кривых разрыва и дробления, откуда и следует лемма.

Лемма 3.18 показывает, что на каждой однородной компоненте yft n об-
раза Тпуи найдется подотрезок у?, „, натянутый на Uo. Ясно, что р (у" п) 1>
:> const {U0)-p (yi,n), поэтому (лемма 3.7) р {Т~пу£ „ ) > С~± const {Uo)•
•p{T~nyt, n)- Отсюда и из (3.8) вытекает оценка

(3.9) 'п{Uu „ П Uo)) > g i g 2 ,

где величина q2 = q2 (р, гг, d, Uo, e2) ^> 0 появляется после применения
формулы (3.4) для вычисления меры параллелограммов Т~п (Ui,n f] Uo)
с учетом 0-однородности VX и леммы 3.17. Неравенство (3.9) справедливо при
всех п > max {n, п"}, что доказывает теорему 3.13.

Последовательно применяя теоремы 3.12 и 3.13, получаем следующее
общее утверждение:

Т е о р е м а 3.19. Пусть О ЛНМ Y" и параллелограмм Uo удовлетворя-
ют условиям теоремы 3.13. Тогда рп (уи, Uo) >• б, (UQ)} при всех и >

> — [С^Чпр] + пх (Uo), где величины 61(С/О) и nAUЛ зависят только от UOt

и С*» = С ») (Q) > 0.
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§ 4. Марковское решето: глобальные конструкции

Марковское решето является тем инструментом, применение которого
позволит нам сравнительно быстро вывести теоремы 1.1 и 1.2 в §§ 5, 6. Оно,
по-видимому, также пригодно и для дальнейшего, более детального исследо-
вания статистических свойств гиперболических биллиардов, поэтому мы по-
стараемся описать его в максимально общем, и в то же время, подробном виде.

4.1. Определенней основные свойства. Марковское решето задается дву-
мя целочисленными параметрами N ^> п ^> 0. Отметим сразу, что N — дли-
на отрезка времени, на котором мы будем аппроксимировать наш процесс
{Xi} процессом марковского типа (как разъяснялось в § 1). Формально мы
не накладываем на N и п других ограничений, но полезно иметь в виду, что
нас будут интересовать случаи, когда N, п —>- °о и п ~ Ny при некотором
у < 1.

Марковским решетом с параметрами п, N мы называем конечное раз-
биение пространства М: MV_,N = {Vo, Fi, . . ., Vi},TReI = I (re, N),v (F4 П
(~| Vj) = 0 при i =f= j и U Fj = M, которое обладает следующими четырьмя
свойствами:

С в о й с т в о МР1 ( р а з м е р ы). diam F 4 <^ e'n при всех i "> 1 (мно-
жество F o «особое», оно не входит в эту оценку).

С в о й с т в о М Р 2 ( м е р а о с т а т к а ) , v ( F o ) < ^ Ne~n-
С в о й с т в о М Р З ( м а р к о в с к а я а п п р о к с и м а ц и я ) . Для

любых целых k^> l^> l и 1 <^ ix < ц < . . . < iK ^ N, а также индексов
7i, j2i • • -7 /к» принимающих значения от 1 до I = / (п, N), выполнено

(4.1) v (Г-Fj, n TWJ, П . . . П Til-wJljT
iwn п • • •

... П Tlwh) = v (TVA п • • • П T^-WKJTW,,) (1 + Л),

где | Д | ^ С5ао ^ля некоторого Съ = Съ (а0) (величина а0 была введена
в п.3.2).

Соотношение (4.1) означает марковость с точностью до множителя 1 +
-j- Д. Легко показать, что соотношение (4.1) выполнено также при N ""> £]."">
> Г 3 > . . . > Г , > 1 .

Для удобства обозначим J множество индексов {0, 1, . . ., /}, где / =
= / (п, N). Для любого к "> 1 и i ЕЕ J выделим подмножество i?j (/с) CZ J
такое, что / Е" -й* (Л) тогда и только тогда, когда

(4.2) v (T*Vt П ^ ) > Pov (7,)

где Ро = ро (^) ""> 0. Кроме того, при /с "> 1 определим подмножество i? (к)
CZ -'У такое, что i (Ei R (к) тогда и только тогда, когда

(4.3) 2 v(F,.)>l-e-'\
R ( J )

С в о й с т в о МР4 ( р е г у л я р н о с т ь ) . Для каждого k^ Don

(4.4) 2 v(F0>l-A'e-
n,

Д(К)

г5е 1>0 = £»0 (<?) > 0.
Постоянные р0

 и -̂ о определяются в п. 4.3, но их численные значения
не играют роли в дальнейшем.

Общий смысл соотношений (4.3) и (4.4) состоит в том, что неравенство
(4.2), гарантирующее определенную степень перемешивания за к шагов, вы-
полнено для «подавляющего большинства» пар индексов i, j. Это неравенст-
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во позволит нам ниже, в теореме 4.1 доказать аналог условия сильного пе-
ремешивания в смысле Ибрагимова [9]. Построение марковского решета бу-
дет проведено в п. п. 4.2—4.4.

Т е о р е м а 4.1 ( с х о д и м о с т ь к р а в н о в е с и ю). Пусть к >
^> I > 1 — целые и 1 <! ix < i2 < . . . < iK <1 N. Тогда в множестве З*-1

найдется подмножество й * = R* (iu . . ., i^) наборов из (к — I) индексов
такое, что:

а) если (ji+1, . . ., /и) е= -й*> то

(4.5) i | v (ТV,- П • • • П ^ / % « П • • •

... n Tlwh) - v (тVJt п • • • П г V,,) I < Д;
б) имеет место оценка

(г W,/+1 п • • • п ^ Ч д > 1 - А,

где в качестве А можно взять А = max {N2e~n/2, CNo%, (1 — Po)[L/2]} nPu

L = [(»г+1 - Г,)/ФО«)1-
З а м е ч а н и е 4.2. Легко проверить, что утверждение теоремы рав-

ным образом справедливо при N ^ it ^> ц ^> . . . ^> ik ^ 1.
Часть (а) теоремы 4.1 означает, что условные распределения на множест-

вах T'liVj1 П • • • П TllVj достаточно быстро сходятся к безусловным (а точ-
нее, экспоненциально быстро с ростом длины промежутка времени [ ц+х —
— ц | между «прошлым» и «будущим», правда, пока этот промежуток не ста-
нет величиной порядка ге2). Эта сходимость имеет место для «подавляющего
большинства» возможных условий T4+1Vjl+1 f] . . . (~| T^Vj в силу час-
ти (б) теоремы 4.1.

Доказательством теоремы 4.1 мы завершим п. 4.1. Оно использует до-
вольно стандартные для теории марковских цепей приемы, поэтому в ряде
мест мы опускаем детали. Во-первых, из свойства МР2 следует, что набора-
ми индексов (/i, . . ., /к), содержащими хотя бы один нуль, можно прене-
бречь — они не влияют на справедливость неравенств (4.5) и (4.6). К ос-
тавшимся наборам индексов (без нулей) в силу свойства МРЗ применима мар-
ковская аппроксимация. Свойство МРЗ позволяет сразу же свести теорему
4.1 к случаю к = I -\- 1, т. е. когда в условии в формуле (4.5) стоит ровно од-
но множество Tll+1Vj[+1. Несколько сложнее свести теорему к случаю I = 1>
но и это можно сделать, последовательно избавляясь от индексов j t , j 2 , . . .
. . ., ji-i в (4.5). Укажем лишь первый шаг в этой процедуре:
v (Г%-, П - - - П TiiVJl/T^WJt+1)-v(TiTh П - • • П ТГ1УН) =

= v(rV,,/rV,, n • • • П Th+1viM) • v(Tuvh n • • • П тг1Уи/т^Уи+1) -

- v ( r % - / r % - П . . . П TliVn)-v (ГТ Л П • • • П TliVn).

Далее, к двум условным мерам в правой части (с «длинными» условиями)
применяется формула (4.1) и затем производится суммирование по U-

Осталось доказать теорему 4.1 при I = 1 и к — 2. Можно предположить,
что L ^> 2, иначе теорема тривиальна, так как множество В.% можно выбрать
пустым. Для удобства обозначим t0 = iu ti = i2 ( = in) и выберем про-
извольные tx < t2 < . . . < 1ь-\ такие, что t0 < tlf IL-I < fa и min {tt —
— t0, t2 — h, . . ., ti — i^-i} ^Don (т. е. зафиксируем L — 1 промежуточ-
ных моментов времени на отрезке Uo, t[}, попарные расстояния между кото-
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рыми I> Don). После этого можно записать

(4.7) v ( r V 4 j = S v^Wv/rV,,) x

X
L i

^W,^ П ^ F ; J X ... X v f r V ^ , П • • • П T^
Легко показать, что наборы j u . . ., /L-I, содержащие хотя бы один нуль,

дают вклад в общую сумму в (4.7), не превышающий е'п/2. К остальным на-
борам применима марковская аппроксимация (свойство МРЗ), после чего
(4.7) сводится к следующей сумме:

I L

(4.8) 2 1Ь(Г''-%М,Т^).
Л J с-1=о 1=1

Для удобства введем новые, «вероятностные» обозначения. Положим
,$ = v (f1-1 Vj/fiVi) при 1 < Z < L и 0 < Г, у < /. Тогда матрицы Ш'> =

у || стохастические при любых I и имеют общий стационарный вектор
ГО1( ГО'

| у р р р
Р =11 Pill' Pi = v (fj)- Обозначим произведение матриц ГО1)-П(2) • . . . -ГО')
через ГО1-') = || 7i(ij'l) || при 1 ^ I <^ L. Пусть также Р^1'*'' означает i-ю стро-
ку матрицы П(1> L ). Тогда сумма (4.8) есть не что иное, как nfy^ — элемент
матрицы roi>L). Поэтому требуемое неравенство (4.5) (при I = 1, к = 2)
можно записать в форме:

(4.9) 2 | , # ' ь> - Pj | = 2Var (P?-L ), P) < А,

где Var (•, •) — расстояние по вариации между двумя вероятностными век-
торами. Малость левой части (4.9) означает быструю сходимость к равнове-
сию в нестационарной марковской цепи с матрицами перехода ГОг), 1 = 1,
2, . . ., L. Следующая техническая лемма является первым шагом в доказа-
тельстве (4.9).

Л е м м а 4.3. Для любых Z = 1, 2, . . ., L и i ЕЕ Cf имеем

Var (P\ul), Р ) < (1 - р0) Var ( i f I '-1 ), P) + А',
где

Напомним, что R (•) означает подмножество в J , введенное в МР4.
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . Обозначим для краткости %i

= £; — h-i. Во-первых, заметим, что в силу свойства МР4 при всех i
е R (т,)

(4.10) 1Р

Далее, легко показать, что

(4.11) P ' \

i 1сеД(тг) i

где 21 означает сумму по таким j ЕЕ У, что яу' ' > pj. Легко проверить, что
i

второе и третье слагаемые в (4.11) не превосходят величины А'/б из форму-
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лировки леммы. Первое слагаемое мажорируется суммой

( 4 . 1 2 ) 5 Г 2 & 1 1 ) 4 )

где 2J И 2J означают суммы по таким &, для которых я ^ ' ^> Рк и наобо-
рот, соответственно. В силу (4.10) второе слагаемое в (4.12) не превосходит
|30е~". Вновь используя (4.10), легко показать, что первое слагаемое в (4.12)
не превосходит (1 — ро) Var (P^' l\ Р) + Д'/б. Лемма доказана.

Применяя лемму 4.3 последовательно L раз при фиксированном i, по-
лучим оценку

(4.13) Уаг(Р^ЧР)<(1-Ро)ь + б21 2 яЙ-'^

(здесь лу' 0 ) означают элементы единичной матрицы размера / X /) .
Вид второго члена в правой части (4.13) дает возможность определить

множество Я^. в теореме 4.1 следующим образом. Для каждого I = 1, 2, . . .
. . ., L выделим подмножество R% (I) CZ Cf таких i, что

(4.14) 2 ^ ' W ) < e - ^
/ H ( )

и положим R* = /?# (1) П -Я* (2) П • • • П •#* (•£)• Тогда, если i e /?*>
то в силу (4.13) Var (P{1>L), Р) ^ Д/2, т. е. неравенство (4.9) (а, значит,
и (4.5)) доказано. Наконец, используя (4.14), получаем

У. 2 Р г ^ ' ^ Ч ^ Х 2 Pj<LNe-"/\

что доказывает (4.6) в случае к = I + 1.
Теорема 4.1 полностью доказана.
4.2. Построение исходного решета. Марковское решето строится в два

шага. На первом мы превратим предмарковское разбиение, построенное в ра-
боте [8], в некоторую «решетчатую конструкцию», которая будет довольно
грубым приближением к марковскому решету. Полученный объект мы назо-
вем исходным решетом. На втором шаге, в п. 4.3 мы проведем две последова-
тельные модификации исходного решета и в результате получим марковское
решето. В п. 4.4 будет отдельно доказано свойство регулярности МР4.

Напомним основные свойства предмарковского разбиения для двумер-
ных гиперболических биллиардов.

Пусть т ;> 0 и ти т2 J> т — целые. Предмарковским разбиением %
пространства М для отображения Тт называется покрытие этого про-
странства конечным или счетным числом криволинейных многоугольников
(с С^-гладкими сторонами), обладающее следующими свойствами:

1. Различные многоугольники могут пересекаться только по границе.
2. Стороны многоугольников U ЕЕ I лежат на кривых разрыва и на не-

которых ЛНМ и ЛУМ. Соответственно, граница разбиения д\ распадается
на три части д£ = дд£ (J ди% U д%, причем dR\ совпадает с Д _ т 1 > т „
а ди\ (д%), СОСТОИТ из конечного числа ЛНМ (ЛУМ).

3. Тт (д%) С dsl и Т-т (ди1) С ди1.
4. Любой отрезок ЛНМ (ЛУМ), входящий в d u | (3S |), оканчивается либо

на dRg, либо строго внутри некоторого ЛУМ из д% (ЛНМ из д" | ) .

3 УМН, т. 46, вып. 4
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Собственно, свойство инвариантности границ (3) является характеристи-
ческим для предмарковского разбиения. Подчеркнем еще раз, что элементы
предмарковского разбиения не являются параллелограммами.

В работе [8] разбиение | было построено для некоторого т ^ 1 и т^ =
= т% = т, причем величина т могла быть выбрана сколь угодно большой.
Мы будем считать ее фиксированной. Кроме того, для каждого такого т пред-
марковское разбиение зависит от малого параметра е, 0 < е < е0 (т).
В частности, диаметры всех элементов U ЕЕ £ = | (е) не превосходят
const (Q) Ye.

В силу свойства 4 каждый элемент U ЕЕ £, не граничащий с dR\, пред-
ставляет собой четырехугольник. В силу свойства 2 таких элементов конеч-
ное число. Как и в [8], будем называть их непримыкающими, а остальные
элементы — примыкающими. Мера объединения всех примыкающих эле-
ментов не превышает т const (Q) г.

т

От разбиения | = | (е) перейдем к разбиению £х = \/Тг1-. Оно также
— m

обладает свойствами 1—4 при mt = m2 = 2m, но при этом оно будет пред-
марковским для Т, а не для Тт. Легко видеть, что мера объединения примы-
кающих элементов разбиения | х не превосходит m.2 const (Q) е.

Основной шаг в построении исходного решета состоит в том, что в каж-
дом непримыкающем элементе U ЕЕ Ii мы проведем все ОЛНМ и все ОЛУМ,
натянутые на U. В пересечении получим параллелограмм W (U). Выделим
среди них параллелограммы, удовлетворяющие трем дополнительным усло-
виям:

(Д1) четырехугольник U и его образы Тг11 при | i | <^ m не пересекают
кривых дробления;

(Д2) v (W (U))/v (U) > 1 - г \
(ДЗ) р {yw(u) (х)) > вЬа и р (ysw(U) (#)) > еь* для каждой точки х ЕЕ

ЕЕ VF(C/).
Здесь и далее Ьц 62, . . . означают положительные постоянные, опреде-

ляемые выбором величин v и щ в § 3. Значения этих постоянных будут по-
добраны ниже, а пока мы сохраним за собой свободу их выбора.

Определим исходное решето J?E как совокупность построенных выпю
параллелограммов Wu W2, . • ., Wi, 1 = 1 (е), удовлетворяющих условиям
(Д1 — ДЗ), и обозначим Wo = Ш \ U ^«- Д л я канодого W ЕЕ Мъ обозна-
чим^1 (W) элемент разбиения £х, из которого был получен параллелограмм W.

Л е м м а 4.4. Исходное решето Jlz обладает следующими свойствами:
а) ( с т р у к т у р а ) параллелограммы W ЕВ Л.ъ ^-однородны и образо-

ваны пересечением всех ОЛНМ и всех О Л УМ, натянутых на R {W), четырех-
угольники R (W) могут пересекаться друг с другом только по своей границе;

б) ( м е р а о с т а т к а ) v (Wo) < еЬз;
в) ( м а р к о в о с т ь з а о д и н ш а г ) для любых двух параллело-

граммов W, W" ЕЕ Яг пересечения TW f] W" и ТК (W) П & {W") либо
имеют меру 0, либо правильные (пояснения см. ниже);

г) ( п л о т н о с т ь ) для каждого W ^ J?E найдутся натянутые на
К (W) ОЛНМ уи (W) и ОЛУМ у* (W), на которых W имеет плотность не
меньше, чем 1 — 6\ (е), где 6i (е) —»- 0 при е —»- 0; _

д) ( р а з м е р ы ) для каждого W ЕЕ Лг имеем diam W <^ const (Q) ]/ е,
но р (уи (W)) >гъ> и р (Т (W)) > гьк

Напомним [8], что если W, W" — два параллелограмма, то пересече-
ние TW П W" называется правильным, если оно не пусто и представляется
в виде [yw" {x), Ty'w' (Т^х)] для любой точки х ЕЕ TW П W". Аналогично,
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пересечение ТК (W) ("] К (W") мы называем правильным, если оно пред-
ставляет собой ^непустой четырехугольник с s-границами на дК (W"),
а К (W) П Т~ХК (W") — четырехугольник с ii-границами на дЁ (W). Пра-
вильность пересечений характеризует элементы марковского разбиения [8],
поэтому свойство (в) мы назвали марковостью.

Заметим, что из свойства (в) не следует правильность пересечения
TnW О W" при п ~^ 2, так как оно может содержать точки х такие, что
Т~кх ЕЕ Wo при некотором 1 ^ к <^ п — 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . Свойства (а), (в), (г) и (д) немед-
ленно следуют из построения. Отметим лишь, что свойство (г) следует из (Д2)
и из абсолютной непрерывности слоений ЛНМ и ЛУМ. Отметим также, что
четырехугольник Ж (W) не всегда совпадает с носителем параллелограмма
W, так как стороны элемента К (W) ЕЕ %i могут быть неоднородными ЛНМ
(ЛУМ).

Осталось доказать свойство (б). Множество Wo является объединением
всех примыкающих элементов U ЕЕ | х , всех непримыкающих элементов U ЕЕ
ЕЕ | i , которые не удовлетворяют (Д1) — (ДЗ), и всех дополнений U \ W (U)
в тех элементах, которые удовлетворяют (Д1) — (ДЗ). Оценка суммарной
меры примыкающих элементов приведена выше. Дополнения U \ W (U)
имеют суммарную меру меньше еь> в силу (Д2).

Рассмотрим элементы U ЕЕ £i, не удовлетворяющие условию (Д1). Из
малости диаметров этих элементов и из построения кривых дробления выте-
кает, что их суммарная мера не превышает 2тСйг

ь\ где Ce = Ce (v, n0)
и Ъ, = Ъ, (v) > 0.

Перейдем к условию (Д2). По построению, точки х ЕЕ U \ W (U) име-
ют короткие ОЛНМ или ОЛУМ, т. е. min {r°u (x), r°s (x)} ^ const "(Ae. В си-
лу теоремы 3.10 суммарная мера элементов, не удовлетворяющих (Д2), не
превосходит const (Q) ее / 2~\ и нам достаточно будет положить Ъх = 8/4.

Наибольшую трудность представляет (ДЗ). Достаточно рассмотреть эле-
менты U ЕЕ | i , не удовлетворяющие (ДЗ), но удовлетворяющие (Д2). Сперва
мы оценим меру каждого из них. Пусть х ЕЕ W (U) — такая точка, что
Р (yw(u) {%)) < еЬг (другой случай, когда р (vwtfo (^)) < еЧ совершенно
аналогичен). Учитывая 0-однородность W (U), получаем p {yw(U) (*/)) <С
<^ С~^гь* для любой точки у £Е W (U), откуда (см. (2.3)) I (YW(U)(?/))^

<^ const (Q) еЬг/2 и поэтому (см. п. 3.1)

(4.15) v (W (U)) < const (Q, v, п0) е^ 2 .

Далее мы оценим число Ns всех непримыкающих элементов U ЕЕ \\.
Наша идея состоит в том, что их размеры имеют порядок 8, a dim M = 2, по-
этому их число Л̂ е должно расти как е"2 при е —v 0. Для наших целей хватит
любой степенной оценки Nt < e"b\ ba ^> 0.

Для вывода этой оценки нам придется совершить экскурс в построение
предмарковского разбиения \ (см. [8], §§ 3, 4, 6). Рассмотрим рассеивающий
биллиард с конечным горизонтом. Построение | начиналось с выбора двух
(Сое)-сетей в некоторых подмножествах пространства М. Если эти сети вы-
бирать минимальными, то число их элементов не превысит const (Q) г~2.
Предположение о минимальности сетей не влияет на построение | , поэтому
мы можем сделать его здесь.

Для каждой точки данных сетей было построено 7 отрезков ЛНМ и ЛУМ
определенного вида, после чего к ним были добавлены их образы под дейст-
вием Т±т. При малых е каждый из первоначальных отрезков пересекает не
более тК0 кривых разрыва из R-m, m- Поэтому общее число всех построен-

3*
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ных отрезков не превышает тс' (Q) е~2. Именно они составляют границу
диЪ, и д%. В границу d|j, входят эти же отрезки и их образы под действием Т\
| i | ^ т. В силу аналогичных соображений их число не превосходит
т2с" (Q) е~2. Наконец, общее число непримыкающих элементов U ЕЕ | t не
превосходит m'c™ ((?) E~S, так как каждый из них однозначно определяет-
ся четверкой ограничивающих его отрезков ЛНМ и Л УМ.

Несколько сложнее дело обстоит в случае биллиардов с бесконечным го-
ризонтом (см. [8, § 4]) или с фокусирующими компонентами границы (см.
[8, § 6]). Детальный разбор этих ситуаций мы опускаем, он основан на тех же
соображениях. Во всех случаях получаем оценку Ne <^ е~Ьъ, Ь5 ^> 0.

Последняя оценка вместе с (4.15) показывает, что суммарная мера элемен-
тов U ЕЕ i i , не удовлетворяющих (ДЗ), но удовлетворяющих (Д2), не пре-
восходит гь*12~Ъь, и нам достаточно положить Ъг = 2 (о5 -j- 1) и, наконец, Ь3 =-=
= min {fc4, Ъъ 1}.

Лемма 4.4 доказана.
4.3. Переход от исходного решета к марковскому. Здесь мы проведем

две последовательные модификации исходного решета Яг, результатом чего
будет марковское решето Яп,я-

П е р в а я м о д и ф и к а ц и я состоит в измельчении элементов W ЕЕ
ЕЕ Мг, чтобы в результате получить w-однородные параллелограммы.

Рассмотрим всевозможные пересечения

(4.16) Т-п\¥г_п П • • • П Г ^ ц П Wu П TWit П • • • П TnWin,

имеющие ненулевую меру (здесь Wi Gr $s)- Обозначим их F^, г = 1, 2, . . .
. . ., I (е, п), и V0 = М \ [J F j . Набор { F j , I «^ j < ; / (е, п), обозначим

г

J?E, „ и назовем предмарковским решетом (с параметрами s, re). Д л я
элемента F £ Л?е п, задаваемого формулой (4.16), обозначим К (F) =
= T-nR(Wi_n) П • • • П TnR {WiJ, а также у" (V) = Т~пуи (Wi_n) и
7 s (^) = J 1 " ^ (И^ ). В силу леммы 4.4. элементы F £E-J?E>n являются парал-
лелограммами, а ^ (F) — четырехугольниками.

Л е м м а 4.5. Предмарковское решето V ЕЕ J?e, n обладает следующими
свойствами:

а) ( с т р у к т у р а ) параллелограммы V ЕЕ J?e, n п-однородны, а четы-
рехугольники R (F) могут пересекаться друг с другом только по своей границе;

б) (мера остатка) v (F o) ^ Згееь=;
в) ( м а р к о в о с т ь з а + ге ш а г о в ) 9ля любых двух параллелограм-

мов?', V" ЕЕ J?e,« w любого /с, 1 < /с < и, пересечения Т*У f] V" и Т*К (V) f]
f] К (F") либо имеют меру 0, либо правильные;

Г) ( П Л О Т Н О С Т Ь ) каноническая проекция любого параллелограмма V ЕЕ
ЕЕ Д>,п «а ОЛНМ у" (^) (ОЛУМ Y (F)) цл«еет плотность на этом ОЛНМ
(ОЛУМ) не ниже 1 — б2 (е), г9е б2 (е) —*• 0 /грц г —>- 0;

д) ( р а з м е р ы ) 5ля каждого V ЕЕ Яг п имеем diam F <^ const у е,
ко р (Тпуи (V)) ^еь* и р (Т~пу8 (F)) > е^.

Лемма 4.5 немедленно следует из леммы 4.4.
В т о р а я м о д и ф и к а ц и я преследует своей целью обеспечить

марковость за + N шагов.
Для каждого ?ГЕ± ЯЕ,п определим подпараллелограмм F { = {x ЕЕ F 4 :

Т*х ф F o при всех | k \ ̂  N} (т. е. удалим из Vi все точки, которые за + N
шагов хотя бы раз «выскакивают» из предмарковского решета ЯЕ,„). Далее
будем рассматривать только такие параллелограммы Fj С F b для которых
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выполнено

(4.17) v (F0 > ( 1 - е".) v (Гг)

при bs

Для удобства перенумеруем все параллелограммы Vt ЕЕ Яг,п так, чтобы
(4.17) было выполнено при i = 1, 2, . . ., / (е, п, N) (естественно, / (е, п, N) <^
^ I (г, п)). Обозначим Яъ n,N совокупность параллелограммов Vi при 1 ^
< i < / (е, п, N) и F o = М \ U У4.

г

Л е м м а 4.6. Система множеств J?s,n,N обладает следующими свой-
ствами:

а) ( с т р у к т у р а ) параллелограммы 7 Е Л?е,п, JV п-однородны;
б) ( м е р а о с т а т к а ) v (Fo) <^ iVneb»;
в) ( м а р к о в о с т ь з а + # ш а г о в ) для любых двух параллелограм-

мов V, V" ЕЕ Jle,n,N и любого к, 1 <I k^N, пересечение T*V f) V" либо име-
ет меру О, либо правильное;

г) ( р а з м е р ы) diam V < const У г для каждого V GE Лг, п, N-
Лемма 4.6 следует непосредственно из леммы 4.5.
Определим марковское решето Mn,N как систему J?e,n,jv при е6' = ё~п,

где fo7 = min {b2, b3, be}/2, к которой добавлено одно множество Vo.
Свойства МР1 и МР2 марковского решета немедленно вытекают из лем-

мы 4.6. Для доказательства свойства МРЗ достаточно заметить, что парал-
лелограмм T~k~4-Wh П • • • П T^^-Wj^ (см. (4.1)) s-вписан в Vh_v

а параллелограмм Г1 '"1 '"1^ ( " ] . . . f] Tl*~ll~lVj4 и-вписан в Vj^ и далее
применить оценку (3.7). Доказательству свойства регулярности МР4 посвя-
щен следующий раздел.

4.4. Доказательство свойства регулярности. Мы начнем со следующей
леммы:

Л е м м а 4.7 (о п е р е с е ч е н и и ) . Для всех V', V" еЕ Яъ% п и для всех
целых к > к0 = Dx (п — In е) выполнено v (TkVr f] V") > p l V {V) v (V").
Здесь P j ) > 0 u Dx >̂- 0 — постоянные, определяемые выбором величин v и no

б§ 3.
Подчеркнем, что здесь речь идет об элементах предлшрповского (а не мар-

ковского) решета. Заметим также, что случай V' = V" не исключается.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем некоторый 0-однородный па-

раллелограмм Uo ненулевой меры и в нем подпараллелограмм Uoo CZ Uo

также ненулевой меры, и- и s-границы которого лежат строго внутри носи-
теля К (Uo). Для каждого к ;> 1 обозначим yi, к, i > 1> все отрезки внутри
ОЛНМ уи (V'), образы которых под действием Тк натянуты на параллело-
грамм Uo и, кроме того, пересекаются с s-границами внутреннего параллело-
грамма Uoo. В силу леммы 4.5 (д) и теоремы 3.19

(4.18) р (U vi, *)/Р (У Ф')) > Cl\ (Uo)

при всех к ^ кх — п — [Cmb2 In e] + щ (Uo).
Для каждого отрезка Yi.fc выделим подпараллелограмм Vi^czV, ка-

нонически проектирующийся на этот отрезок. Далее будем рассматривать
только такие i, для которых проекция параллелограмма Vitlt на отрезок
7г, к имеет на нем плотность не меньше 1 — б3?

 ГДе ^з = &2 - В силу (4.18)
и леммы 4.5 (г) относительная мера объединения таких отрезков на кривой
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7" (Г') при достаточно малых е не меньше бх (Uo)/2. Поэтому

(4-19) ;

для некоторого б2 (Uo) ^> 0, если только s достаточно мало.
Кроме того, в силу леммы 3.7 плотность канонической проекции парал-

лелограммов T*Vi, i на натянутый на Uo ОЛНМ T^yi, к не меньше 1 — С ^ з -
Поэтому эти параллелограммы достаточно «вытянутые», т. е. их s-границы
доходят почти до s-границ параллелограмма Uo, и в то же время их ы-грани-
цы существенно отстоят от м-границ последнего, так как кривые T*yi, к пе-
ресекают s-границы Uoo. Назовем это свойство правильным положением.

Рассмотрим параллелограмм V" из условия леммы 4.7. Совершенно ана-
логично построим параллелограммы Vj,i d ¥" при I <I — к 1 (т. е. для отри-
цательных итераций отображения Т).

Исследуем пересечение параллелограммов Ui = TkVi,K и Uj = TlVjti-
В силу свойства «правильного положения» четырехугольники К (Ui) и
К (Uj) пересекаются правильным образом, т. е. их пересечение ограничено
м-границами К (Ui) и s-границами К (Uj). Отсюда и из лемм 4.4. и 4.5 сле-
дует, что пересечение параллелограммов Ui f] Uj также правильное, т. е.
оно не пусто и представляется в виде [yt" (х), ys' (х)] для любой точки х £Е

G Pi П Uj. Отметим, что это же утверждение было бы неверным, если бы
мы использовали элементы марковского решета вместо предмарковского, так
как тогда пересечение Ui f] Uj могло быть пустым.

З а м е ч а н и е 4.8. Для каждой пары i, / параллелограмм Wij =
= Т~ь (Ui П Uj) s-вписан в V и ^параллелограмм T~l (Ui f] Uj) м-впи-
сан в V", и, кроме того, Tk~lWij d V".B частности, при V' = V" пересече-
ние T*-lWij П Wij непустое и правильное. Эти свойства будут использова-
ны в § 7.

В силу 0-однородности Uо имеем v (£/, |~| Uj) ^> 63v (U\) v (Uj), где б3 =
= б3 (Uo) ^> 0. Суммируя по всем i и / и далее применяя (4.19) (а также ана-
логичную оценку для параллелограммов Vj,i), получаем v (T*V f] TlV") ]>

^ Pi v (^") v (^") П Р И Pi = ^362. В силу произвольности k^>kx и I <^ — k±
получаем лемму 4.7 при k0 = 2kx.

Нам осталось вывести свойство регулярности (МР4). Оно следует из
лемм 4.7, 4.5 (б) и соотношения (4.17), если положить |30 = р\/2 и Do =
= 3 (1 + 2CWb2Ib7).

§ 5. Оценка убывания корреляций

Здесь мы выводим теорему 1.1, используя построения §§ 3—4. Выберем
достаточно большое N, положим п = [)AiV] и рассмотрим марковское решето
$п,ы- Усреднив функцию F (х) из условия теоремы 1.1 на элементах разбие-
ния Jin,N, получим некоторую ступенчатую функцию F (х), порождающую
новый стационарный процесс Жк = F (Tkx).

Используя свойства МР1, МР2 и гёльдеровость функции F, легко дока-
зать оценку

(5.1) | <X0.XN} - <Х0-2*> | < Сх (F) 7Г
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для некоторого yt (а) < 1, зависящего только от показателя а в условии
Гёльдера, причем yt (а) ->• 1 при а ->• 0 (здесь используется то, что
sup | F (х) | < оо в силу компактности пространства Ж).

Обозначим Д значение функции F (х) на элементе F 4 GE Л?п, w. Имеем

> 2 Д/^(^п^) 2 Ш
i,i=O i,j=0

Применяя теорему 4.1 и учитывая, что N ̂ > п2, получаем
i

(5.2) (X0-XN} = S /^v(Fi)v(Fj) + 6>(y2")
t,j=O

для некоторого 7г < 1, не зависящего от F. Первое слагаемое в правой части
(5.2) равно нулю, так как (F (х)У = (F (х)У = 0. Оценки (5.1) и (5.2) приво-
дят к теореме 1.1. Ограничение на показатель а в условии Гёльдера для F
следует выбрать таким, что YJ (a) ^ у2.

Доказательство обобщения теоремы 1.1 для двух различных функций F
и G (неравенство (1.4)) проходит без изменений.

З а м е ч а н и е 5.1. Условие на функцию F (и G из (1.4)) можно слегка
ослабить: считать ее «кусочно гёльдеровской», т. е. гёльдеровской (с пока-
зателем а) на конечном числе подобластей М1 5 . . ., Mi в М с кусочно гладкой
границей таких, что М = \J МГ. Доказательство теоремы 1.1 в этом случае
требует лишь одного дополнения при выводе неравенства (5.1): элементы
марковского решета, пересекающиеся с \JdMi, имеют суммарную меру
< С (F) е~п.

Последнее замечание позволяет в случае рассеивающих биллиардов
с конечным горизонтом оценивать убывание корреляций для функций вида
F (х) = Ф (Т~тх, . . ., х, Тх, . . ., Ттх), где Ф — гладкая функция несколь-
ких переменных. Такие функции имеют разрывы только на множестве
jR_m,m. Примером такой функции служит т (х).

§ 6. Центральная предельная теорема

Наше доказательство теоремы 1.2, как и аналогичные доказательства
в [9, 23], использует классический метод Бернштейна [3].

Отметим сразу же, что в силу теоремы 1.1 величина а2 в (1.2) конечна,
и, кроме того, если аф 0, то DSN = (S%} = a2N (1 + о (1)). Поэтому соот-
ношение (1.3) эквивалентно следующему:

(собственно, именно это соотношение и называют центральной предельной
теоремой, см. [9]).

6.1. Оценка четвертого момента. Мы начнем со следующей леммы:
Л е м м а 6.1. <S%} < С (F)N2.
Для доказательства запишем

(6.1) <s 4

w >= 2 <xtlxuxt,xtty
ti,t,,t,,tt=o

и оценим величину {XtlXt2XtsXtiy, предполагая, что tx <^ t2 <I ts <^ tk.
Вначале выделим в (6.1) слагаемые, для которых | f4 — h I <C 37V1/3.

Их число не превышает 10./V2, поэтому достаточно рассмотреть только остав-
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шиеся. Они разбиваются на три группы:
а) \ t2 — ii I > -/V1/3. Положим п = []А2 — 1г] и рассмотрим марков-

ское решето Лп< jy. Как и в § 5, заменим F (х) на F (х) (тем самым, Xi на ЖГ),
при этом

I <х(д,,вд4> - <ад,ад.> |<с(?)лге-».
Имеем

= IifiMAviT-'VijT-'-Vi, n Г"Чч n 3r"'*vr

ii)v(7'-'Ti, n т~Ч\ n r-Vo

Используя теорему 4.1 (см. также замечание 4.2) и учитывая, что | t2 —
— ^ | Г> /г2, получаем

(6.2) <J?^2j? ( 3Jr t i> = 2/iAAAv ( Г " ' 1 ^ х

X v ( r ^ F i 2 П 3T"*Vi, П. Г " ' * ^ + О (yn)

для некоторого у £Е (0, 1), не зависящего от F. Но первое слагаемое в правой
части (6.2) равно нулю, так как (F (х)У ~ (F. (х)у = 0, поэтому

б) \ ts — t2 | > iV1/3. Положим re = []/% — t2] и рассмотрим марков-
ское решето J?n,jv- Действуя, как и в предыдущем случае, запишем

Используя теорему 4.1 и учитывая, что \ t3 — h \ ^ п2, получаем

< В Д , а д 4 > = | hfuhhy (T'hVu П Г-'2У,2) v (Г-ЧЧ П 2-'*70+О (Vn)
l l . i l, '3:^4=0

для некоторого у £ ( 0 , 1). Последнее равенство можно записать в виде
(XtiXuXt,Xu> = < - у А > <^«ДО + О (т") и, согласно теореме 1.1,

| <ЗД,ЗД> l<C(f) е- /«7^-Я^ + О (у").
в ) I h — h I > -/V1/3. Этот случай рассматривается аналогично слу-

чаю а).
Суммируя полученные выше оценки, приходим к неравенству в форму-

лировке леммы 6.1.
З а м е ч а н и е . Полученные оценки можно обобщить на моменты любых

порядков. Рассмотрим величину (Xtl-Xts •. . . ••X't > при tx <I t2 <^ . . .
. . . ^ tK и упорядочим разности t2 — tx, t3 — t2, . . ., t^ — fa-i- Из этих
к — 1 разностей выберем l(k -f- 1)/2]-ю (по возрастанию) и обозначим ее d.
Тогда | (XtlXt, . • • Xtk}\ ^ С (F, к) yd для некоторого у < 1, не зависяще-

го от .F и /с. Отсюда следует, что | <5я> I ^ С (F, fc) iVW21 для любого цело-
го к > 1. l l

6.2. Аппроксимация характеристической функции. Основной прием в до-
казательстве предельных теорем (восходящий к С. Н. Бернштейну) состоит
в разбиении всего отрезка времени А = [1, N] на подотрезки

А = А ; и Ах и Аг и А2" и • • • и А; и А ; и А 0 ,
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где длины отрезков Д* равны L = [Na], длины отрезков А, равны I = [Nb],
а длина «остатка» До не превышает L + I. Выберем а и Ъ таким образом, что
1 ^> а ^> Ъ ^> 0. Тогда более длинные отрезки А{ будут разделены относитель-
но короткими Aj. Обозначим А' = Дх (J Д2 \J . . . \J А& и Д" = Ах \J
U A2 U As U До- Разложим

J
lei

(si'
2 J -^4 =

Число слагаемых в сумме SN не превышает 2/Vh, где h = max {a, 1 — a -f-
+ b} < 1. Поэтому, в силу теоремы 1.1, DS"N = <(<S )̂2> < С (F) Nh. Ис-
пользуя неравенство Чебышева, получаем

\х: S
N

О

при JV->- оо, т. е.
икрометого, DSj?~

величина SN/Y^SN стремится к нулю по вероятности,
®SN- Поэтому (см., например, [9], лемма 18.4.1) предель-

ные распределения величин .SVl^DSjv и SN/VOSN совпадают. Последнюю
величину запишем в виде

(6.3) _ ^ » (
YosN

Длины «разделяющих» отрезков Аг, 1 ^ г ^ к, хотя и сравнительно не-
велики, но стремятся к бесконечности при N-*- оо, поэтому величины S^P
в (6.3) при различных г должны быть слабо зависимы. Это позволит нам ап-
проксимировать характеристическую функцию величины (6.3), равную

более простым выражением
N г = 1

Для этой цели введем марковское решето Jln,N при п = [Nb!i\. Заменим
функцию F (х) на ее усреднение F (х) на элементах разбиения $n,N и, соот-
ветственно, процесс {Xt} на Xt = F (Тгх). Величины S'P в (6.3) заменяются
соответственно на Sp. Рассмотрим функции

и

Используя свойства МР1 и МР2 марковского решета, легко показать, что
Ф (К) = ф (А,) + о (1) и ф0 (К) = ф0 (%) + о (1) при N -> «ж.
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Функция ф (к) кусочно постоянна и можно записать ее в виде
1 - 7 Ь

где, как и в § 5, значение функции F (х) на элементе Va ЕЕ $n,N обозначено
fa, и / = / (п, N). Заменим фигурирующие в этой формуле безусловные ве-
роятности на условные:

-t k -t k -t

Используя теорему АЛ ж учитывая, что | Аг | = I ^ п2. получим
к I К

ш (X) — у > > ехр —-р=^-
4_J Z—' £—1 V 1/ n с'

XVЩ2 П,Г'^)

для некоторого у1 S (0, 1), не зависящего от F. Продолжая далее такое
«разделение» отрезков Аг и затем учитывая, что в силу теоремы 1.1 DS^ ~
~ kDSP, получим оценку <р (X) = ф0 (к) + о (1) при N -*- °о. Отсюда
Ф {к)= ф 0 (X) + о (1).

Функция фо {к) является характеристической для суммы к независимых
случайных величин, каждая из которых распределена так же, как величина

EL = SL^/V ADISL4. Рассмотрим последовательность серий независимых
случайных величин, одинаково распределенных в каждой серии:

где LN = L и кх = к определены выше, а £ ^ распределены как £ь. Нам ос-
талось проверить, что суммы | ^ + • • • + E ( L ' СХОДЯТСЯ ПО распределению
к стандартному нормальному закону. Для этого необходимо и достаточно
выполнения следующего аналога условия Линдеберга (см., например, [9]):

(6.4) к \ z » d v { g b < Z } l f - r O

для любого е ^> 0.
В силу леммы 6.1 <^|> < С (F) 12, поэтому <Й> < С (F)

^ С (F)/fe2. Отсюда и из неравенства Чебышева следует, что v \x:
> | z |} < С" (F)/(kh2), поэтому

А;
|zf>e

и условие (6.4) выполнено.
Теорема 1.2 доказана.
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З а м е ч а н и е 6.2. Доказательство теоремы 6.1 без изменений перено-
сится на случай «кусочно гёльдеровских» функций, описанных в § 5 (см. за-
мечание 5.1).

§ 7. Приложения. Диффузия в детерминированных системах

Здесь мы выводим теоремы 1.5 и 1.6 как прямое следствие теоремы 1.2.
Основную трудность, пожалуй, составляет проверка невырожденности соот-
ветствующих предельных гауссовских распределений (условие а =Ф 0 в тео-
реме 1.2).

7.1. Распределение числа отражений. Напомним, что теоремы 1.5 и 1.6
относятся к рассеивающим биллиардам с конечным горизонтом. В этом слу-
чае теорема 1.2 применима к функции т (х) — <т> (см. замечание 6.2). В ре-
зультате получим

где crt определяется по общей формуле (1.2).
Для доказательства теоремы 1.5 запишем v {Nt (х) ^ z} = v {т (х) + . . .

. . . + т (Тпх) ^> t} при п = [z]. Отсюда и из (7.1) нетрудно вывести соотноше-
ние (1.5) при ах = 1/<т> и Ъг = ст?/<т>3.

Осталось доказать, что a t ^= 0. Если это не так, то в силу замечания 1.4
функция т (х) гомологична константе:

(7.2) т (х) = <т> + G (Тх) - G (х)

для некоторой G E A (М, V). МЫ покажем, что представление (7.2) невоз-
можно, используя общие факты из эргодической теории.

Биллиардный поток {S1} представляется как специальный поток, по-
строенный на секущей поверхности М по автоморфизму Т с функцией «по-
толка» т (х). Соотношение (7.2) позволяет переопределить секущую поверх-
ность (положив Мо = {S'GWx: x e= M}) таким образом, что новое представ-
ление {iS*} в виде специального потока будет иметь постоянный «потолок»
( = <т». Легко видеть, что специальный поток с постоянным потолком не яв-
ляется isT-потоком и даже не перемешивает. Однако наш поток {S } обладает
ЛГ-свойством (см. [43]). Противоречие.

7.2. Диффузия в периодическом газе Лоренца. Теорема 1.6 представ-
ляет собой лишь несколько усиленную версию теоремы 2 из [23]. В отличие
от [23], здесь мы допускаем точки излома границы dQ и ослабляем условие Б
(см. § 2).

Доказательство теоремы 1.6 не отличается от [23], поэтому мы изложим
лишь его план. Во-первых, от непрерывного времени t переходим к дискрет-
ному п — счетчику числа отражений. Тогда (1.6) сводится к следующему:

(7.3)

для некоторого (другого) невырожденного распределения Гаусса gx с нуле-
вым средним; здесь (gin), q^) — положения блуждающей точки в момент
п-то отражения. При сведении (1.6) к (7.3) используется теорема 1.5.

Для доказательства (7.3) вводим двумерную функцию (Ах (х), А2 (х))
на пространстве М биллиарда в исходной области @(на торе). А именно, по-
ложим Д4 (х) = qt (х) — Qi (х) при £ = 1,2, где qx, qz — координаты точ-
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ки х в области Q, a q1: $2 —координаты точки первого отражения от dQ^
поднятия траектории точки х на универсальную накрывающую тора. Иными
словами, А (х) — (Аг (х), А2 (х)) есть вектор смещения за одно отражение.
Тогда при i = = l , 2 имеем

(7.4) q[n) (х) = qi (х) + А, (х) + А4 (Гж) + . . . + А, (Т^х).

Начальное слагаемое в (7.4) равномерно ограничено: | д4 (я) | <^ 1, а к
остальной сумме применима теорема 1.2, так как функция АГ «кусочно гёльде-
ровская» (см. замечания 5.1 и 6.2) с нулевым средним (это вытекает из соот-
ношения А{ (х) — —Ai(Tx)). Более того, к двумерной функции А (х) =
— (Аг (х), А2 (х)) применим двумерный аналог теоремы 1.2 (см. [23]), кото-
рый и дает (7.3), если только ковариационная матрица V = \\ uif || с элемен-
тами

при 1 ^ s, / ^ 2, не вырождена.
Докажем, что V действительно не вырождена. Пусть это не так. Тогда

из замечания 1.4 вытекает, что некоторая линейная комбинация компонент
At (х) и А2 (а;) гомологична нулю: L (х) = а1А1 (х) + а2А2 (х) = G (Тх) —
— G (х) для некоторой G ЕЕ L2 (M, v). В этом случае из (7.4) следует, что

(х) + a2q™ (х) = Go (х) + G (Тпх) - G (х),

где | Go (х) | <^ const. Это означает, что траектории типичных точек х ЕЕ М
блуждают в Qx, оставаясь «в основном» внутри некоторой полосы на плос-
кости. Точнее, для любого е ^> 0 найдется Ае, при котором v {| a^q^ (x) +
+ o-zii (x) I ̂ 5= АЁ} <С е для всех п ^> 1. Если дробь aja2 рациональна,
то проекция данной полосы на достаточно большой тор с фундаментальной
областью KM:N = {0 <; х <[ М, 0 «^ у <! iV}, M, N — целые, образует
у1е-окрестность периодической обмотки этого тора, и в результате покрывает
на нем область относительно малой площади. Но это противоречит эргодич-
ности рассеивающего биллиарда на указанном торе с отражателями
dQxf] KM,N (СМ. также [23]).

Если aja2 иррационально, то проекция нашей полосы на любой, сколь
угодно большой тор Км,н (при целых М и N) заполнит его всюду плотно,
и предыдущее рассуждение уже недостаточно. В работе [23] этот случай не
разобран, поэтому мы остановимся на нем более подробно. Наши конструк-
ции восходят к работе [11], но более громоздки, так как мы имеем дело с раз-
рывными системами и неравномерной гиперболичностью.

Л е м м а 7.1. Найдется периодическая точка у0 ЕЕ М такая, что сум-
ма So = L (у0) + . . . + L (Т^^Уо) отлична от нуля. Здесь к — период
точки г/0 (Тку0 = у0).

Легко видеть, что для любой периодической точки у0 сумма So равна
а1т1 (у0) -f- а2тг (у0) для некоторых целых mY (у0), т2 (у0). В нашем случае
ах1аг иррационально, поэтому достаточно найти периодическую точку у0,
для которой тх или тг отлично от нуля.

Рассмотрим рассеивающий биллиард на торе с фундаментальной об-
ластью К12 (см. выше) и с отражателями dQ«, f~| K12. Обозначим в этом бил-
лиарде Q12, Ml2 и Тп те объекты, которые обозначались Q, М и Т соответ-
ственно для исходного биллиарда. Если Яг,п — предмарковское решето ис-
ходного биллиарда в Q, то сдвинув его без изменений в область {0 <^ х <^ 1,

У ^ 2}, получим предмарковское решето в М12. Взяв произвольный па-
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раллелограмм V ЕЕ J?e, n и его образ при данном сдвиге V и применив к ним
замечание 4.8, найдем подпараллелограмм ^ C F такой, что Т^У\ d V
и пересечение THV1 [} Vx правильное для некоторого к. Тогда точка у0 =
= . . . П T~UVi П V1 П TliV1 П TiliV1 П • • • периодическая с периодом А;
и для нее т 2 (г/0) нечетно, т. е. отлично от нуля. Лемма доказана.

Л е м м а 7.2. Пусть у0 — периодическая точка. Для любого е0 > О
найдется 0-однородный параллелограмм Uo ЕЭ у0 такой, что г/о б£ дК (£/0)
(т. е. у0 лежит строго внутри К (Uo)) и v (U0)/v (К (Uo)) ^> 1 — е0 (т. е.
•[/„ «достаточно плотный»).

Доказательство леммы основано на тех же рассуждениях, что и анало-
гичные построения в п. 3.5, и мы его опускаем.

Зафиксируем точку у0 из леммы 7.1 и параллелограмм Uo из леммы 7.2
при некотором малом е0. Если Uo достаточно мал, то T*U0 также 0-одноро-
ден и пересечение TKU0 f] Uo правильное.

Пусть теперь G (х) ЕЕ L2(M, v) — гомология функции L (х), т. е.
L (х) = G (Тх) — G (х) почти всюду в М. Если бы G (х) была существенно
ограничена, то как и в [11], мы сразу же пришли бы в противоречие с лем-
мой 7.1. Используя же только измеримость и интегрируемость G, мы можем
получить следующее:

Л е м м а 7.3. Для любого г1 ^> 0 найдется 0-однородный параллелограмм
Ux такой, что v (U^N {К (U^) /> 1 — &г (т. е. Vx «достаточно плотен») и
•V {х Е= иг: \ G (х) — g \ ^> ej/v (иг) < ех для некоторого g €E R (т. е.
G (х) хорошо аппроксимируется на U1 постоянной функцией G (х) = g).

Определим «квазипроизводное» отображение Т^. и±—>- С/х следующим об-
разом. Для точки х ЕЕ Ux найдем на ее траектории первый при п ^> 0 образ
в U0, а после него — первый образ в Ux. Это и будет Тхх. Отображение Т1

необратимо на множестве тех точек х ЕЕ Uy, траектории которых успевают
вернуться в иг до первого попадания в Uo. Уменьшив параллелограмм Ul,
мы всегда можем сделать 7\ обратимым и сохраняющим меру v на U1.

Определим на U1 два отображения Ф и Ф1# Пусть х ЕЕ U1: Тп«х ЕЕ Uo —
первое попадание ее траектории в С/Ои Тщх = Тгх {пх ^> п0). Обозначим х =
= уи (Г".+*;г) П 7s (Тп'х) и положим Фх = Т~п°-Ч и Фхх = Тп'~п°х. Тогда
Фх — точка, лежащая рядом с точкой х на одном ОЛНМ, а Фгх лежит рядом
с Тгх на одном О Л УМ. Кроме того, Тп^ (Фх) =• Фгх.

Обозначим S (х) = L (х) + . . . + L (Тп^хх) и S' (Фх) = L (Фх) +
+ L (Т (Фх)) + . . . + L (Г"^- 1 (Фх)).

Л е м м а 7.4. | S' (Фх) — S (х) \ J> 5 0 — е2, где е2 достаточно мало
{точнее, е2 —>- 0 при diam C/ 0 ^0) .

Действительно, траектории точек х и Фх близки в течение первых п0

итераций. Далее, траектории точек Тп«х и Тп°+1с (Фх) = х также близки в те-
чение пх — п итераций. Из гёльдеровости функции L (х) на областях непре-
рывности отображения Т вытекает близость соответствующих сумм, входя-
щих в интересующие нас суммы S (х) и S' (Фх). Остаются неучтенными ров-
но к слагаемых в сумме S' (Фх), составленных по образам точки Г"» (Фх) =
= Т~кх. Но эти образы аппроксимируют периодическую орбиту точки у0, по-
этому соответствующая сумма значений функции L близка к Sf,. Лемма дока-
зана.

Из леммы 7.4 следует неравенство

(7.5) | G (T,x) -G(x)\ + \G (Фхх) - G (Фх) \ > So - e 2 .

Остается доказать, что для большинства (по мере v) точек х ЕЕ Ux оба
их образа Фа; и Фгх попадают в Ux, и множества этих образов {Фх} и {Ф^}
имеют относительно большую меру О const v (Uj)). Тогда для таких точек
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ф х х = Тг (Фх), и вместе с (7.5) это приводит к противоречию со второй оцен-
кой в лемме 7.3.

Исследуем множества ФП1 и Ф1и1. Используем обозначения, введенные
при определении отображений Ф и Фг. Поскольку Tv°x GE Uo, то у0 =
= Тк(17„) (Тп>х) является ОЛНМ, натянутым на К (Uo). Его прообраа
Т~п«у0 — это подотрезок в ОЛНМ 7#(Ui) (X)- В силу плотности параллело-
грамма U1 для типичных х образ Tn'Ux имеет высокую плотность на у0. Ото-
бражение, переводящее У"°х в Ткх является сжатием ОЛНМ Y0 С коэффи-
циентом, близким к Аг = Л " (у0) (это коэффициент сжатия ЛНМ уи (г/0)
в точке г/0 под действием Т~ь). В силу О-однородности Uo и /7Х условные меры
множеств Ux и Ф ^ на Т~п°у0 относятся как 1: (const А^ ). Это и приводит
к необходимой оценке: v (Фиг) > const A^v (Uj). Аналогично, v (Ф^^) >
!> const A^\ (UJ, где А2 = A* (y0) — коэффициент сжатия ЛУМ ys (у„)
в точке у0 под действием У*.

Теорема 1.6 доказана.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Доказательства теоремы 3.6 и леммы 3.7 основываются на аккуратном,
но довольно трудоемком исследовании особенностей отображения Т. Мы про-
ведем его в несколько этапов, рассмотрев последовательно различные клас-
сы биллиардов, для которых выше сформулированы теоремы 1.1 и 1.2.

П1.1. Предварительные оценки для рассеивающих биллиардов. Вели-
чины, входящие в определение 3.1 и лемму 3.7, тесно связаны друг с другом,
поэтому удобно оценивать их одновременно. Далее, принцип двойственности
(замена У на Т'1 и, соответственно, ys на у", Bs на Ви и т. д . ,— подробнее
см. [4]), позволяет свести теорему 3.6 и лемму 3.7 к одному предложению:

П р е д л о ж е н и е П1.1. Пусть х, у — точки одного п-однородного
ЛУМ. Тогда

а) | Ви (х)!Ви И - 1 | < Сап

й;

б) | Bs {x)/Bs (у) _ 1 | < Са%\
Б) | / " (х, у) — 1 | < Са„;
г) | Л к (х)Мк (у) — 1 | <J COCQ для любого к > 1.
Здесь / " (х, у) означает якобиан канонического изоморфизма ЛНМ

уи (х) и ЛНМ 7м (у) п о мере р (•) (в точке х), a Ajc (x) — локальный коэф-
фициент сжатия ЛУМ 7 s (•£) в точке х под действием Тк.

З а м е ч а н и е . В предложении П1.1 и далее в наших Приложениях
символом С обозначаются различные постоянные величины, определяемые
выбором v и щ в определении 3.3 (и, конечно, зависящие от биллиардной
области Q), точные значения которых для нас несущественны.

Напомним (§ 2), что длины всех ЛНМ и ЛУМ, коэффициенты растяже-
ния и сжатия определяются, если не оговорено противное, по мере р.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Начнем с того, что сведем утверждения (в)
и (г) к утверждениям (а) и (б). Из общих свойств отображения У (§ 2) следу-
ет, что Ак (х) = Xs(x)- . . . • Is (Т^х), где ks (z) = 1 + т (х) Bs_ (Tx),
a Bs_ (x) = В (Tx) + Bs (Tx). Поэтому

(Ш.1) л ~ 4 ~'тг

К (У) ;=х^т(т^У)в1(Гу)
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Аналогично, коэффициент растяжения Л Н М у11 (х) в точке х под действием
Тк, к > О, в ы р а ж а е т с я формулой Л£ (х) = Xй (х)- . . . -Iй {Т*~гх), где

Iй (ж) = 1 + т (ж) Б " (х). К а к показано в [2, 22, 27],

Из формул (П1.1) и (П1.2) видно, что для доказательства утверждений
(в) и (г) достаточно оценить близость величин Ви>s (Тгх) и Bu's (Тгу), а также
величин т (Тгх) и т (Ггг/). Точнее, (в) и (г) следуют из (а) и (б) и одной допол-
нительной леммы:

Л е м м а П1.2. Пусть х, у — точки одного п-однородного ЛУМ или
ЛНМ. Тогда

Доказательство леммы пока отложим (оно будет проведено в пп. П1.2,
П1.3) и перейдем к утверждениям (а) и (б). Для сравнения двух цепных
дробей (коими являются Ви's (х) и Bu's (у) — см.; § 2) существует прием,
который мы продемонстрируем на примере дробей Bs_ (x) и В]_ (у).

Напомним (§ 2), что Bs_ (х) = R (х) + В3 (х) = R {х) + (т (х) +
+ В*_ (Га:))-1)-1. Поэтому

BU(x) - В'_ (У) = R(x)-R (у) + Bs (x) Bs (у) ((5s (y))'^ - (Bs (x))^) =

= R (х) -R (у) -.,,,-, (т (х)-т (у)) + -ггт^ттт (в- (Тх) - в-
Xs (ж) Xs (у) X (х) X (у)

Продолжая это разложение последовательно к раз, получим

) 51 (х)—В1 (у) = S Sг=0

где обозначено

м у

Аналогичное разложение имеет место и для Ви (х) — Ви {у), но строит-
ся оно по к отражениям «в прошлом» (т. е. по точкам Т~гх, Т~2х, . . ., Т~нх).
Отметим, что если к <^ п, то точки Т^х и Т~*у лежат на одном ОЛУМ.

З а м е ч а н и е 1. В силу гиперболичности отображения Т (см. 2.2)
1 A"' s (х) | > A^/mo] при всех х <= М и i > 1. Кроме того, длина тг-одно-
родных ЛНМ и ЛУМ не превышает СК^, где Ко = Ао

 т°.
З а м е ч а н и е 2. Для любого ж е= М и i > 1 имеем Bs (x) А? (ж) >

> J51 (Г4х), что нетрудно проверить, используя представление величины
Bs в виде цепной дроби (2.5).

Разложение (П1.3) и сделанные выше замечания сводят утверждения
(а) и (б) к лемме П1.2 и следующим двум:
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Л е м м а П1.3. Если точки х, у лежат на одном п-однородном ЛУМ
или ЛНМ, то

| R(x)-R(y) |

Л е м м а П1.4. Если точки х, у лежат на одном О ЛУМ или О ЛНМ,
то

Ви(х) , г

В леммах П1.2—П1.4 фигурируют две точки х и у на одном ЛНМ или
ЛУМ. Обозначим далее 7о участок этого ЛНМ (ЛУМ), ограниченный точка-
ми х и у.

Нам осталось доказать леммы П1.2—П1.4. Проведем их доказательство
вначале для относительно простых биллиардов, а затем для более сложных.
Под простыми мы понимаем такие биллиарды, что граница dQ не имеет то-
чек излома (это возможно, если Q — тор с несколькими вырезанными выпук-
лыми «дырками», имеющими гладкую границу). В этом случае особенности
отображения Т возникают только при касательных отражениях, т. е. на
множестве So \J S^ (в то время как F o пусто). Точки излома границы 3Q
добавляют еще один вид особенностей — на множестве Vo \J F_j.

П1.2. Рассеивающие биллиарды без точек излома границы. В этом
случае время свободного пробега отделено от нуля: т (х) !> т0 > 0. Поэтому
неравенство в лемме П1.2 сводится к более простому:

(П1.4) | т (х) - т {у) | < Со?.

Для доказательства последнего используем очевидное соотношение:

( П 1 . 5 ) | т (х) - т (у) | < | г (х) -г(у)\ + \г (Тх) - г (Ту) |.

Величина в правой части (П1.5) не превосходит С (у р (у0) -(- ]/ р (Туп)) —
см. (2.3) (здесь следует обратить внимание на то, что если Yo является ЛНМ
и п = 0, то все равно его образ Ту0 целиком лежит на одной регулярной ком-
поненте dQ в соответствие с определением ОЛНМ — см. п. 3.3). После это-
го лемма П1.2 вытекает из гиперболичности отображения Т (см. (2.2)).

Из того же ограничения х_ (х) ~^ т0 ^> 0 следует, что

(Ш.6) | Ви (х) - R (х) | < С.

Функция R (х) = 2х (z)/cos ф (х) непрерывно дифференцируема на М, но
обращается в бесконечность на множестве So. Наши отрезки дробления
(§ 3) устроены так, что R (х) не испытывает слишком больших колебаний
внутри полосок между этими отрезками (последние для краткости будем
называть полосками однородности). Поскольку кривая у0 однородна, то она
целиком лежит в одной из полосок однородности, например, с номером к
(т. е. в полоске, задаваемой неравенствами (к -J- l)~v < я/2 — I ф I < &~v).
Тогда легко видеть, что cos ср (х) ж cos ф (у) ss C7rv, поэтому R (х) ^
л i? (г/) х; СкУ. Отсюда и из (Ш.6) получаем лемму П1.4 и, кроме того,
в силу (2.4)

где Сх и С2 определяются только областью Q. Из последнего неравенства
следует, что | ф (х) — ф (у) ] < Ск'1-" и поэтому р (у0) za С \ г [х) —



СВОЙСТВА ДВУМЕРНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ БИЛЛИАРДОВ 81

— г (у) | cos ф (х) ж С | ф (х) — ф (у) | /r v. Отсюда легко выводятся две
оценки, которые нам понадобятся и далее:

1+V

(П1.9) (Р (То)) 1+2V < (Ви

После этого лемма Ш.З доказывается следующим образом:

Щх)-Щу) ф П —
COS ф (х)

и, наконец, используется гиперболичность отображения Т.
Отметим, что неравенства (П1.8) и (П1.9) справедливы и вне окрестно-

сти множества So, т. е. для любого ОЛНМ (ОЛУМ) у0 с концами х и у. В сле-
дующем разделе мы покажем их справедливость и для рассеивающих бил-
лиардов с точками излома границы.

Ш.З. Рассеивающие биллиарды с точками излома границы. Отметим
сразу, что вывод лемм П1.2—П1.4 в этом случае существенно усложняется.
По-существу, анализ особенностей отображения Т на множестве Vo \J F_x

до сих пор никем не проводился, так как авторы исследований эргодических
свойств биллиардов, как правило, исключали такие случаи из рассмотрения—•
[13, 5, 22, 27].

К счастью, в этих случаях имеется одно обстоятельство, существенно
упрощающее дело:

Л е м м а П1.5. Для любого рассеивающего биллиарда, удовлетворяю-
щего условию А, найдутся е0 ^> 0 и ф0 ^> 0 такие, что в любой серии после-
довательных отражений биллиардной траектории, происходящих в гП-ок-
рестности одной из точек излома границы dQ, может быть лишь одно
«почти касательное» отражение, в котором угол отражения^ я/2—ф0. Если
такое отражение имеется, то оно в рас-
сматриваемой серии крайнее {первое или
последнее), т. е. перед ним или после
него длина свободного пробега^е0.

Эта лемма означает, что «двойная
неприятность», когда cos ф (ж) и т± (х)
одновременно близки к нулю, происхо-
дит не часто — не более одного раза
в каждой серии отражений, происходя-
щих в малой окрестности «биллиард-
ного угла».

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы
П1.5. Граница dQ имеет конечное число
точек излома, поэтому достаточно рас-
смотреть только одну из них. В этом
виде лемма превращается в геометри-
ческую задачу почти школьного уров-
ня. Ключ к ее решению содержится в рис. 7. На этом рисунке компо^
ненты 1\ и Г2 границы dQ образуют угол т|з с вершиной О. Если 80 достаточ-
но мало и траектория «почти» касается Гх при первом отражении, то сле-
дующие отражения «поворачивают» ее вектор скорости так, как показано
на рисунке,— номера векторов соответствуют номерам отражений. Соглас-
но этой схеме второе «почти» касательное отражение может произойти либо
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от Г1? если i|5 ~ п/п (п — целое), либо от Г2, если -ф za 2п/(2п -\- 1) (п — це-
лое). На рисунке изображен второй случай. Из-за искривления компонент
границы Гх и Г2 действительные положения векторов скорости несколько
отличаются от изображенных на рисунке: их следует чуть повернуть вокруг
точки О в направлениях, указанных короткими стрелками на некоторые
хоть и малые, но положительные углы. Эти повороты и исключают возмож-
ность повторного «почти» касательного отражения, так как последний век-
тор скорости будет направлен строго внутрь области Q, что доказывает
лемму.

З а м е ч а н и е П1.6. Напомним, что при определении кривых дроб-
ления 3) в § 3 к отрезкам дробления З.;о были добавлены некоторые их об-
разы. Здесь мы определяем эти образы точно: 3)1 = {Tlz: z G SD0 и если
i > 0, то т. (z) <; е0, т (Tz) < е0, . . ., т (Р~Ч) < е0, а если i < 0, то
т ( Г 2 ) < 8 0 , . . ., T ( r t ) < e 0 } .

З а м е ч а н и е . Величины Е0 И ф0 определяются только областью Q,
поэтому появляющиеся в дальнейшем постоянные, обозначаемые С, будут
также зависеть от е0 и <р0.

Переходим к доказательству лемм П1.2—П1.4 в рассматриваемом слу-
чае. Если т+ (х) ^> е0 и т ± (у) > е0, то доказательство проводится так же,
как и в п. П1.2. Пусть хотя бы одна из величин т± (х) и т+ (у) не превышает
е0, т. е. мы находимся в малой окрестности «биллиардного угла». Тогда най-
дется такое i0 ^ 0, что т_ (Т~Г'Х) > е0 и т_ (Т~г°у) ^> е0, но при всех 0 <[
<J i < i0 либо т_ (Т~гх) ^ е0, либо т_ (Т~гу) ^ е0. Последовательность от-
ражений точек х и у с номерами от — г0 до 0 мы назовем серией угловых отра-
жений. Если в этой серии не было «почти» касательных отражений, т. е.
| ф (Гх) | < л/2 — ф0 при всех — i0 < i < 0, то Ви (а;)< С < °о.' Это лег-
ко вытекает из оценки

(ШЛО) Ви (х) < Д (ж) + R (Т'Ч) + . . . +
+ R (Т-Г'Х) + (т_ (

и ограничения i0 <^ т0 (см. замечание 2.1). Далее доказательства всех ут-
верждений проходят так же, как и в п. П1.2.

Пусть теперь в рассматриваемой серии угловых отражений есть одно
«почти»касательное, т. е. | ф (Т'х) | !> я/2 — ф0 при некотором j g= [—г0, 0].
Согласно лемме П1.5 это отражение крайнее, т. е. либо / = —г0, либо / = 0.
Отметим, что в обоих случаях точка Т3х лежит в окрестности So [} F o , т. е.
вблизи вершины одного из прямоугольников, составляющих фазовое про-
странство М.

Используя оценку (П1.10), легко показать, что в точке Т'х выполнен
аналог соотношения (П1.6): | Ви (Гх) — R (Т х) | < С. Отсюда и из (2.4)
следует, что

; с2 < оо.
г {Tjx) - г (Т>у)

Отметим, что таким образом свойство (П1.7) выполнено для всех ОЛНМ и
ОЛУМ в некоторой окрестности множества So (в § 2 отмечалось, что в ок-
рестности Vo оно иногда нарушается). Далее, мы рассмотрим отдельно слу-
чаи / = 0 и / = —г0.

Случай 7 = 0 относительно прост. Согласно лемме П1.5, т (х) ^> е0 и
т (у) > Е0, а в силу оценки (П1.10) выполнено соотношение (П1.6), а значит,
и (П1.8), (П1.9). Поэтому леммы П1.2—П1.4 доказываются так же, как и
в п. Ш.2.
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Случай / = —i0 требует более подробного анализа. Дело в том, что
в этом случае величина Ви (х) также может быть сколь угодно большой, но
не за счет большого R (х), а из-за большого R {Т~Г«Х) и малых «времен пе-
рехода» т. {Т'^х), . . ., х (Т'гх). Образно говоря, ЛНМ уи (Т~1°х) не успе-
вает «выпрямиться» после «почти» касательного отражения в точке Т~г°х,
поэтому его кривизна в точке х остается большой. Доказательство лемм
П1.2—П1.4 в этом случае основывается на серии технических оценок.

Во-первых, в формуле (ШЛО) величины R (х), . . ., R (Т~1«+1х) равно-
мерно ограничены сверху, и £0 <^ т0, откуда получаем ограничение на
Ви (х):

(П1.11) Ви (х) < Ви (Г+х) + С.

Докажем теперь неравенство

при всех i = —г0, —ig -f- I, . . ., — 1 , и даже при i = О, если только х (у) <^
< ео-

Рассмотрим несколько случаев. Пусть i = —i0. Тогда кривая Тгу0 лежит
в окрестности множества So, т. е. в одной из полосок однородности, и для
точек х ж у выполнены оценки (П1.6—П1.9). В этом случае оценка (П1.12)
легко выводится с помощью (Ш.5).

Пусть i ^> —£0. Тогда кривые Тгу0 и Тг+1у0 лежат вне окрестности мно-
жества So и, тем самым, р (Гу0) > С \ г {Гх) — г (Гу) | и р (Ti+1y0)^
> С \r (Ti+1x) — г (Ti+1y) |. В силу (П1.5) получаем

(П1.13) | х {Гх) - х (Гу) | < С (р (Гу0) + р (Т^у0)).

Если у0 — ЛУМ, то оценка (П1.12) получается из (П1.13) немедленно.
Если у0 — ЛНМ, то нам необходимо дополнительно оценить коэффициент
растяжения Л" (z), Z E ^""'То ЛНМ Т^'у0 в каждой точке z под действием
Т1, где I = 1, 2, . . ., г0 + 1. Покажем, что

(П1.14) A ? ( z ) < С (1 + (т (z) + . . . + х (p-h)) Bu (z)).

Это означает, что коэффициент Л" (z) (с точностью до множителя С) опреде-
ляется только главным («почти» касательным) отражением в точке z и време-
нем движения ЛНМ от точки z до точки Tlz.

При 1 = 1 формула (П1.14) очевидна. Докажем ее при I = 2:

(1 + т (z) Bu (z)) (1 + т (Tz) Bu (Tz)) -
= (1 + (т (z) + т {Tz)) Bu (z) + R {Tz) x {Tz) ( 1 + т (z) Bu (z)) <

< (1 + R {Tz) x {Tz)) (1 + (т (z) -f т (Tz)) Bu (z)).

При I ^ 3 оценка (П1.14) доказывается по индукции, с учетом ограничения

т
0.З а м е ч а н и е . При доказательстве (П1.14) и в дальнейшем для нас

существенен тот факт, что если у0 — ЛНМ, то его прообраз Т~*°у0 должен
целиком лежать в одной из полосок однородности. Для этого и были введе-
ны дополнительные кривые дробления Я)х в § 3.

Из доказанной оценки (П1.14) следует, что в формуле (П1.13) р {Тгу0) <^
< Р (^+1То) < С^тах (Г-Чо) Р (Т'Чо), где Blax {Т~^у0) означает мак-
симум величины Ви на кривой Т~г°у0. Наконец, отсюда и из (П1.9) получа-
ем оценку (П1.12).



•84 Л. А. БУНИМОВИЧ, Я. Г. СИНАЙ, Н. И. ЧЕРНОВ

Докажем теперь леммы 111.2—111.4. Начнем с последней из них.
Ло = 0 она вытекает из оценки (П1.6). При г0 = 1 имеем:

При

Bv (х)

ви (у)
R (х) + (т (Г-1л))-1)-

< С (1 + | Ви

и далее используются уже доказанные формулы (П1.11) и (П1.12). При г0 5̂=
^г 2 лемма доказывается по индукции.

Лемма П1.3 при г0 = 0 доказывается так же, как и в п. П1.2, а при
• i0 ^> 1 кривая Yo лежит вне окрестности множества So, поэтому \ R (х) —
- R (у) | < С ( | г (х) - г (у) | + | Ф (х) - Ф (у) | ) < С / ] Г Ы (см. (2.3)).

Доказательство леммы П1.2 при х (г/) ^> е0 проходит так же, как в
п. П1.2. При т (у) <; е0 достаточно последовательно применить (П1.12) (при
г = 0), (П1.11) и (П1.9):

т (х) - х (у) | Ви (х) < С (р (T
и (Т-1°х) < С (р (T

Таким образом, утверждения 3.6 и 3.7 доказаны для всех рассеивающих
биллиардов.

III.4. Полурассеивающие биллиарды. Наша дальнейшая тактика состо-
ит в том, чтобы свести случаи полурассеивающих и фокусирующих биллиар-
дов к уже рассмотренным рассеивающим биллиардам.

Наиболее легко эта операция проходит для полурассеивающих биллиар-
дов. В этом случае цепные дроби Bu>s (x) имеют нулевые четные члены
(R (Тгх) = 0) в точках, соответствующих отражениям от нейтральных ком-
понент границы. Очевидное соотношение

Ti -\ -л = Т {

о- 4 + 1 +
позволяет «свернуть» дробь Ви's (x), исключив из нее все нулевые члены.

После этого нечетные члены «свернутых» дробей
будут соответствовать интервалам движения между
последовательными отражениями от рассеивающих
компонент границы (отражения от нейтральных ком-

S понент просто пропускаются).
Геометрически это означает, что вместо отра-

жения ЛНМ (или ЛУМ) от нейтральной компонен-
ты Го мы отражаем саму область Q относительно
компоненты Го, а ЛНМ (ЛУМ) продолжает дви-
гаться внутри отраженной области, как будто стен-
ка Го была прозрачная (рис. 8). При этом геометри-

^ч ческие характеристики исходного ЛНМ (ЛУМ), т. е.
его кривизна и длина в каждый момент времени бу-
дут такими же, как и у его «двойника», прошедшего
сквозь Го без отражения. Поэтому свойства ЛНМ и

ЛУМ в полурассеивающих биллиардах такие же, как и у их двойников,
движущихся по законам рассеивающего биллиарда. К этим двойникам при-
менимы в точности все выкладки, сделанные в п.п. П1.1—П1.3, поэтому все
результаты переносятся без изменений.

Идея двойников для ЛНМ и ЛУМ будет использована и в следующем
разделе.

Рис. 8
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III .5. Гиперболические биллиарды с фокусирующими компонентами гра-
ницы. Прежде всего отметим, что в этом случае цепные дроби Bu's знакопе-
ременны и потому многие выкладки из п.п. П1.1—П1.3 нуждаются в уточне-
нии. Кроме того, производное отображение Т определяется иначе, чем
в случае рассеивающих биллиардов — см. § 2, и это различие мы сможем
«нейтрализовать», используя идею двойников ЛНМ и ЛУМ из предыдущего
раздела.

Вначале модифицируем цепные дроби Bu's (x). Пусть биллиардная тра-
ектория испытывает п отражений подряд от одной фокусирующей компо-
ненты I\ d dQ. Будем называть такие серии отражений Ф-сериями. По-
скольку 1\ — дуга окружности, то все углы отражений одинаковы ( = ср)
и интервалы движения между отражениями постоянны (т = 2R1 cos <p, где
Лг здесь и далее означает радиус дуги Гх). Соответствующий участок цеп-
ной дроби Ви>s (x) допускает следующую «свертку»:

(П1.15)
4
т п

п раз

1

4
т

1
2 .
т

(га

1

+ 4

1

1 ) 1 *-[— п

X

1

1 * • •

4
При этом если га = 1, то справа будет стоять такая же дробь 1- . . .,

как и слева. Равенство (П1.15) легко проверяется индукцией по п.
Преобразованная дробь Ви, в которой все Ф-серии «свернуты» с помощью

(П1.15), соответствует движению ЛНМ-двойника по следующим законам.
Подходя к очередной фокусирующей компоненте Т1 радиуса Ru оно отра-
жается от (фокусирующей) дуги вдвое большего радиуса 2i? l t затем движет-
ся назад (!) в течение времени (п — 1) т (т. е. как раз то время, которое
исходное ЛНМ проводит между первым и последним отражениями от Г1),
затем вновь отражается от (фокусирующей) дуги радиуса 2i?x и далее дви-
жется уже как исходное ЛНМ. Мы видим, что целая Ф-серия заменена всего
на два отражения. В отличие от предыдущего раздела, наши двойники име-
ют одинаковые геометрические характеристики (кривизну и длину) с исход-
ными ЛНМ и ЛУМ («оригиналами») не во все моменты времени, а только
в моменты отражений, по которым строится производное отображение Т,
чего, очевидно, будет вполне достаточно для наших целей.

В связи с конструкцией двойников ЛНМ и ЛУМ удобно ввести новое
производное отображение Т, построенное по всем отражениям этих двойни-
ков. Точнее, Т —производное отображение биллиардного потока, дейст-
вующее на множестве М = М [j M_, где Л?_ объединяет все точки самых
первых отражений в Ф-сериях (в координатах г, ср множество М_ выглядит
как набор параллелограммов, симметричных изображенному на рис. 3).
Хотя счетчик числа отражений при этом изменится, но не более чем в два
раза: точка Тпх будет соответствовать TN(-n^x для некоторого N (п) (ЕЕ
ЕЕ Ы, 2п], поэтому нам вполне достаточно доказать теорему 3.6 и лемму 3.7
для отображения Г.

Для каждого х GEE Af_ введем обозначения т (х), Bu's (x), R (x), fu's {%)
и Ku's (х), аналогичные соответствующим обозначениям для х ЕЕ М. Свойст-
ва этих величин различны на трех участках фазового пространства Й:
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1. Если х ЕЕ М+, то все свойства такие же, как и в случае рассеивающих
биллиардов.

2. Если х ЕЕ М_ \ М_ (первое отражение в Ф-серии), то R (х) =
= —(/?! cos ф (ж))"1 <С 0, f (х) = —2 (га — 1) R1 cos q> (х) < 0 (где /г — числа
отражений в Ф-серии) и А," (ж) = 1 + Г (ж) ви (х) j> 1.

3. Если ж £Е ЛГ_ (последнее отражение в Ф-серии), то R (х) =
= —(R 1 cos ф (х))'1 < 0, г (х) = т (х) ^> О, а В" (ж) выражается формулой
(П1.15), в которой т = 2i?! cos ф, т. е. в" (ж) < 0. Согласно условию дефо-
кусировки (§ 2) г (ж) = Тф (х) + fp (х), где г ф (ж) и тР (ж) — интервалы
движения до точки фокусировки и после нее, причем тф (х) < тР (а;). Раз-
ность т э (х) = fp (ж) — тф (х) назовем эффективным интервалом времени
между отражениями в точках х ЕЕ М и f ж. Как легко проверить,

(П1.16) £и (х) = | 1 + г (х) Ви(х)\ = 1 + аэ (г) | 8й (я) | > 1.

Аналогичные формулы выполнены и для ЛУМ. Мы видим, что выраже-
ния для Xй's (x) отличаются от случая рассеивающих биллиардов только
появлением модуля в одном из трех случаев. Поэтому все выкладки из
п. П1.1 остаются справедливыми и в данной ситуации, только в выражени-
ях для Xй's и Ви>s появляется знак модуля. Подробнее стоит обсудить лишь
два замечания, сделанные перед леммой П1.3, но прежде мы докажем два
полезных утверждения.

Л е м м а П1.7. Длины эффективных интервалов времени отделены от
нуля: %э (х) ^> т0 ^> 0 для всех х ЕЕ М_.

Это, по существу, чисто геометрическое утверждение. Для его доказа-
тельства предположим, что т э (xi) -*• 0 при некоторых ХГ €Е М_. ЕСЛИ
sup | ф (XJ) | = я/2, то некоторая подпоследовательность точек Х{ сходится
к касательной, проведенной к одной из фокусирующих компонент в какой-
либо из ее концевых точек. В силу нашего условия Ф2 (§ 2) т (ж,- ) —>•
—v const ^> 0, а Тф (х{ ) —>- 0 получаем противоречие. Если же sup | ф (х{) \ <
< п/2, то используя компактность М_, выделим сходящуюся подпоследо-
вательность хг -у х0. Тогда | ф (х0) | •< я/2 и, кроме того, т ф (х0) = тр (х0).
Это возможно только тогда, когда х% — периодическая точка, траектория
которой отражается только от одной фокусирующей компоненты, что проти-
воречит условию ФЗ. Лемма доказана.

З а м е ч а н и е П1.8. f (х) ;> х1 (Q) ̂ > 0 для всех точек х ЕЕ М+

таких, что Тх ЕЕ М_ и, кроме того, | т (х) \ ^ т2 (Q) ^> 0 для всех
х (ЕЕ Й_ \ М_.

Из утверждений П1.7 и П1.8 вытекает первое замечание, сделанное в
в п. П1.1 перед леммой П1.3 (о гиперболичности). Для доказательства вто-
рого следует вновь представить величину 5 s (x) в виде цепной дроби (2.5)
и рассмотреть все три разобранных выше случая. Во втором и третьем
случаях необходимая оценка вытекает из дополнительного соотношения
2BS (x) <J | Я (х) | = 2 (/?! cos ф (х))'1 при х ЕЕ М_, которое, в свою оче-
редь, следует из условия дефокусировки (§ 2).

Перейдем к доказательству лемм П1.2—П1.4 для рассматриваемых
здесь биллиардов. При х, у ЕЕ М+ и Тх, Ту ЕЕ М+ оно переносится из
пп. П1.2 — П1.3 без изменений. Если х, у ЕЕ М+, но Тх, Ту ЕЕ М_, то новый
элемент появляется лишь в доказательстве леммы П1.2 — требуется оце-
нить разность | г (Тх) — г (Ту) |. Для этого используем неравенство (2.6),
в силу которого | г (Тх) — г (Ту) | <^ Ур (ТуО), как и в пп. П1.2 — П1.3.
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Пусть теперь х, у ЕЕ М_ \J Ш_. Тогда в силу (П1.16) и леммы П1.7
неравенство из леммы П1.2 можно записать в более простом виде:

(П1.17) | -Г (х) - f (у) | < Сс$,

как, напомним, уже было в п. П1.2.
Если х, у ЕЕ М_ (т. е. х — последнее отражение в Ф-серии), то (Ш.17)

доказывается с помощью (П1.5) и (2.6). Если же х ЕЕ М_ \ М_ (т. е. х —
первое отражение в Ф-серии), то г (х) = —2га (х) R1 cos ф (х) и г (у) =
= —2ге (у) Rt cos ф(г/), где га (ж) означает число отражений в Ф-серии, сле-
дующей за точкой х. Очевидно, га (х) = п (у) <^ C/cos ф (х), поэтому (Ш.17)
следует из (2.7).

Для доказательства лемм Ш.З и П1.4 следует оценить величину R (х).
Она, как и в случае рассеивающих биллиардов, обращается в бесконечность
на множестве So (при cos ф (х) = 0). Однако в нашем случае нет нужды раз-
бивать окрестность So на полоски однородности, так как она уже разбита
нужным образом кривыми разрыва (см. § 2) (эти кривые приблизительно
соответствуют отрезкам дробления с показателем v = 1).

С другой стороны, при х ЕЕ М_ \J М_ приходится доказывать одну
дополнительную оценку:

8) I Bu{x) | > C/cosy(x)

при некотором С ^> 0, которая для рассеивающих биллиардов очевидна.
Если х ЕЕ М_ (последнее отражение в Ф-серии), то согласно условию

дефокусировки | В" (х) | > (i?x cos ф (х))'1. Если же х ЕЕ Й_ \ М_ (первое
отражение в Ф-серии), то в силу (П1.15)

В" (х) = = i

Согласно условию дефокусировки, г (Т~*х) ^ 2RX cos ф (х) и Bu (T~lx) ^
^ т (Т~гх), поэтому величина | В" (х) \ может быть близка к нулю, только
если Т~хх ЕЕ М_, причем f (Т^х) ^ 2RX cos ф (х), a fP (f~xx) zz т ф (Т^х).
Но этого не может быть в силу нашего условия Ф2 (§ 2), что и доказывает
неравенство (П1.18).

Из полученной оценки (П1.18) и (2.7) следует, что

Д (г) - Я (У) <С <р 0 0 — <р (У)

COS<p

что доказывает лемму Ш.З. Отсюда же вытекает и лемма П1.4, что завер-
шает анализ биллиардов с фокусирующими компонентами.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Наше доказательство теоремы 3.8 в основном следует схеме построения
ЛНМ и ЛУМ — [13].

Для произвольного £ > 0 и подмножества A (Z М обозначим Ue (A)
окрестность множества А, образованную всеми 1-возрастающими кривыми
длины <^ е, пересекающими А.

В случае рассеивающих биллиардов с конечным горизонтом число кри-
вых разрыва из Д_ 1 а конечно, и поэтому v (UE (i?_bl)) -^ const e. При по-
явлении особых точек типа бесконечного горизонта и скольжения анализ
структуры кривых разрывав окрестностях этих точек ([8], см. § 2) позволя-
ет получить оценку v (Ue (_ff_ia)) ^ const e4 / 5.
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Несложно показать также, что v {Ue (3j)) <I const E2 V- / ( 1 + 4 V ). Дейст-
вительно, из конструкции отрезков дробления 3)0 легко следует требуемая
оценка для v (Ue (3)0)). Чтобы распространить ее на дополнительные кри-
вые дробления 3)г, рассмотрим произвольную 1-возрастающую кривую у
длины <J[ е, пересекающуюся с 3)1. Тогда при некотором | i | <^ т0 кривая
Тгу пересекается с 3)0. В силу леммы П1.5 для точек х ЕЕ у имеем Ви (х) <^
<; const (Q) и поэтому р (Тгу) <^ const e. Отсюда и вытекает требуемая оценка.

Далее выберем р0 ̂ > 0, положим гп = р0А1 при всех п 1> 0 и за-
метим, что

оо

(П2.1) 2 v {U. (R-bl U Щ < const (<?) ptf

где d = min {4/5, 2v/(l + 4v)}.
Из стандартных рассуждений [13, 29] вытекает, что если Тпх ф

ЕЕ Uz (i?_!, x U 3)) при всех целых и !> О, то существует ОЛНМ у°и (х)т

и расстояния от его концов до точки х не меньше р0. В силу (П2.1) мера мно-
жества таких точек при фиксированном р0 не меньше 1 — const (Q) р0. Тем
самым теоремы 3.8 и 3.10 установлены.

Для доказательства предложения 3.11 рассмотрим такую точку х, что-
на ЛНМ уи (х) точки дробления (т. е. точки пересечений TnSB f] yu (х) при
всех п ~^> 0) имеют предельную точку где-то внутри кривой уи (х). Тогда
для бесконечного множества значений п > 0 выполнено включение Т~п х ЕЕ
ЕЕ UBn (3J), где гп = р (уи (х)) A^ln/m'\ В силу (П2.1) и леммы Бореля —
Кантелли такие точки х образуют множество нулевой меры.

ПРИЛОЖЕНИЕЗ

Напомним вначале доказанный в [24] аналог теоремы 3.12, который мы
приведем здесь в слегка усиленном варианте:

Т е о р е м а П3.1. Предположим, что рассеивающий биллиард удовлет-
воряет условиям А, Б, В (§ 2) и имеет конечный горизонт (т (х) <^ const <
< оо). Пусть уи — произвольное ЛНМ и D ^> 0. Для каждого N 1> 0 выде-
лим в уи подотрезки YJV, -J, являющиеся компонентами гладкости отображения
TN на уи и такие, что при всех п ЕЕ [0, N] образ TnyN, г лежит в компонен-
те гладкости множества Тпуи, имеющей длину не более D. Тогда найдутся
D ^> 0 и С ^> 0, 0 < ^ < 1 такие, что для любого N ^ 1

Иными словами, суммарная мера точек на ЛНМ уи, образы которых
«в будущем» за первые N шагов ни разу не попали в достаточно длинные-
ЛНМ (т. е. в ЛНМ длины ^>D), убывает экспоненциально по N.

Для доказательства запишем очевидную оценку:

где AN (г) — некоторая оценка (снизу) для коэффициента растяжения ЛНМ
YJV, г под действием TN.

В силу гиперболичности отображения Т (§ 2) можно положить Лдг (г) =
= ЛоЯ/т° ] . Остается оценить число отрезков у^^ при заданном N. Пусть
m ^ 1 — некоторое пелое число. Из условия Б (§ 2) следует, что если D
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достаточно мало (D <^ Do {m)), то любое ЛНМ длины ̂ Z ) пересекает не бо-
лее Кот кривых разрыва из R-m, 0- Поэтому число отрезков yw,i не превы-
шает (Kom)Wm1+s:

Полученные оценки вместе с (П3.1) дают

Подберем такое т, чтобы величина Лх = Ло (Кот)~т«/т была строго
больше 1. Тогда

Р(Ц yN,i)<constDtfNlm-\
i

и теорема П3.1 доказана.
Возвращаемся к нашей теореме 3.12. Обозначим, по аналогии с теоре-

мой П3.1, через у%,г все подотрезки в уи, образы которых под действием Тп

при всех 0 <^ п <^ N переходят в однородные компоненты множества Тпуи,
имеющие длину не более D. Тогда оценка (П3.1) сохраняет свою силу.

Однако в нашем случае число отрезков у^, г может быть бесконечно,
причем сразу по нескольким различным причинам: дробления в окрестности
So и скопление бесконечного числа кривых разрыва в окрестности особых
точек — типа бесконечного горизонта (п. 2.3) и типа скольжения (п. 2.5).
С другой стороны, в указанных выше местах фазового пространства коэф-
фициент растяжения JIHM растет до бесконечности. Это позволяет получить
более аккуратную оценку AN (0 и таким образом компенсировать рост чис-
ла отрезков 7дг, г-

Рассмотрим подробнее оба возможных источника неограниченного роста
числа компонент у%, %.

1-й с л у ч а й (дробление). Пронумеруем все полоски однородности
(см. Приложение 1) так, чтобы п-я полоска задавалась соотношением л/2 —
— n~v <^ | ф | <; я/2 — (п + l)~v (п !> п0). Пока будем рассматривать толь-
ко полоски с номерами ^щ, где пх — достаточно большое число, которое
мы выберем ниже. Остальные отрезки дробления (с номерами от п0 до щ)
мы учтем далее наряду с обычными кривыми разрыва. Пусть произвольное
JIHM уи лежит в и-й полоске однородности. Тогда из соотношений, при-
веденных в пп. П1.2 — П1.3, легко вывести, что коэффициент растяжения
этого ЛНМ под действием Тг при некотором i <^ пг0 не меньше const rev-,
причем промежуточные образы Туи, . . ., Т^у4 не могут попасть еще раз
в полоски однородности, что вытекает из леммы П1.5.

2-й с л у ч а й (разрывы в окрестностях особых точек). Структура кри-
вых разрыва отображения Т в окрестностях особых точек была описана
в § 2. Они разбивают эту окрестность на счетное число ячеек, которые
мы пронумеруем естественным образом, т. е. в порядке приближения к осо-
бой точке. Опять же, будем рассматривать здесь только ячейки с номерами
! > % , а кривые разрыва, ограничивающие остальные ячейки, учтем ниже.
Пусть произвольное ЛНМ находится в п-й ячейке. Тогда (§ 2) коэффициент
растяжения этого ЛНМ под действием Т не меньше const nd, где d = 2 для
ЛНМ в окрестностях особых точек типа скольжения, а для ЛНМ в окрест-
ностях особых точек типа бесконечного горизонта величина d принимает
два значения: d — 3/2 для подтипов S и SV, и d = 1 для подтипа V и для
стадиона (п. 2.6). Рассмотрим вначале более простые случаи, когда d = 2
и а = 3/2.

Проделанный анализ позволяет получить необходимые оценки AN (i).
Предположим, что образы ЛНМ уя,г за первые N итераций кх раз попали
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в полоски дробления (с номерами ^щ), и к2 раз — в ячейки (также с но-
мерами ^ пг) в окрестностях особых точек. Номера соответствующих по-
лосок обозначим Д, . . ., /к,, а ячеек — Д, . . ., j \ t . Тогда справедлива
следующая оценка:

."3/2 \

Оценим теперь влияние не учтенных выше кривых разрыва и отрезков
дробления на число компонент уJV , {. Пусть произвольное JIHM длины D
и его образы в будущем за первые т шагов не пересекают полосок дроб-
ления с номерами ^> пх и ячеек с такими же номерами, находящихся в ок-
рестностях особых точек. Тогда, как следует из условия Б и конструкции
отрезков дробления, найдется такая постоянная Кх ~^> 0, что указанные
образы данного ЛНМ пересекут не более Кгт кривых разрыва и отрезков
дробления, если только длина D исходного ЛНМ достаточно мала (D <J
<^ Do (т, щ)). Здесь постоянная Кг больше, чем Ко из условия Б, из-за
влияния отрезков дробления.

Таким образом, неравенство (П3.1) при достаточно малых D (D <^
<; Do (m, riy)) можно записать в следующем виде:

(П3.2) p(UYAr,i)< 2 D- ( S ra-v)*'X
г Itu Jc2=o n=7)]

Г JV-lt,-lc, I

X ( 23 n-^f' -Ao

 L J

В написанной оценке существенно, чтобы ряд 2re~v сходился, поэтому
мы накладываем ограничение v ^> 1. Это единственное место в работе, где
такое ограничение понадобилось.

Остается подобрать для данного v ^> 1 столь большое щ, что riC -f-
+ (щ + l)~v + . . . <J Ло , и тогда получим оценку

(ПЗ.З) р (U Ум, i) < DN*AjNfm'] (Kj,

Отсюда теорема 3.12 выводится без труда.
Нам осталось рассмотреть особые точки подтипа V и случай стадиона

(т. е., когда d =- 1, см. выше). В окрестностях этих точек коэффициент рас-
тяжения ЛНМ, лежащего в п-ж ячейке, равен яг Схп (Сг = const). Однако
одно ЛНМ пересекает лишь конечное число ячеек с номерами от N до C2N
(см. замечание 2.2 и лемму 2.3). Поэтому такое ЛНМ даст вклад в формулу
(П3.2), равный

(П3.4) £ ~с^-~ ~^- In C2 = const.

Кроме того, ячейки из окрестности особых точек подтипа V «блуждают»
(замечание 2.2) и поэтому общий их вклад в формулу (ПЗ.З) не превышает
( С11 In C2)

NE ДЛЯ некоторого малого е ^> 0 (точнее, е = г (их) будет сколь
у годно мало при достаточно большом щ). Эта добавка не окажет существен-
н ого влияния на оценку (ПЗ.З).

Наконец, в случае стадиона рассматриваемые ячейки уже не будут
«блуждающими», но нас «выручают» точные значения постоянных Сх = 4
и С2 = 9 в формуле (П3.4) (см. лемму 2.3). Поскольку 4"1 In 9 <^ 1, общая
оценка остается справедливой.
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